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I. 

Ueber die Funktionen des Maxweirschen Kreisels. 

Maswetj, hat im Jahre 1857 in den Transactions dor Royal 
Society of Edinburgh (Vol. XXI, Part IV ; siehe Scientific Papers I 
p. 248) ein sinnreiches Kreiaelinstrument heschiieben deis^n Ein- 
richtung es gestattet, mannigfaltige Versuche zum Stndium der 
merkwürdigen Bewegungen eines starren Köipers um emon festen 
Ptmkt anzustellen. Der gegenwärtigen Abhandlung ist die pboto- 
grapbische Abbildung eines Maxwell'schen Kreisels beigefügt; das 
Modeil befindet sich in der Sammlung math, Instrumente u. Mo- 
delle zu Göttingen*. Ich will und miisa zunächst das Instrument, 
mit Hilfe dieser Figur, kurz soweit erklären, als nötig ist, damit 
wir es als das anschauliche Objekt der folgenden theoretischen 
XJeberlegungen mit Vorteil gebrauchen können. 

Der Apparat besteht aus zwei gesonderten Teilen : Dem eigent- Beschreibimg 
liehen Kreiselkörper und dem G-estell, in welchem er ruht oder 
seine Bewegungen ausführt. Am Kreiselkörper unterscheiden wir: 
die Glocke {G-), deren Rand ein Ring {R) von quadratischem Profil 
bildet; sie besteht aus einem Rotguss-(Bronze-)Stück ^ gleichsam 
den „Rumpf darstellend — ; der Ring trägt die „Extremitäten", 
d. s. 9 radial- symmetrisch zur Rot. -Achse der Glocke angeordnete 
Messingschrauhen , 6 mit horizontaler Achse (H) in Gewinde- 
bohrungen des Ringes horizontal verschiebbar, die 3 übrigen mit 
vertikaler Achse (F) entsprechend vertikal verschiebbar. Diese 
Beweglichkeit der 9 Schraubenmassen macht, allgemein zn reden, 
eine Veränderung der Gestalt des Kreisels hinsichtlich seines 
mechanischen fhaiikttis m dreifachem Sinne möglich: 

*Es ist Wich den A «al on Maxv 11 s nit unwesentlichen Äbwekliungen in 
Gestalt und Dimensio i Blecli'iuil ei Hornfeld (am pJiysikalisclien Institut) 

ausgeführt worden 



des Kreisels. 
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1) Eine Aendernng der Grösse der drei Hauptträgbeitsmomente 
(abgekürzt H - T) des Körpers für den Stützpunkt ; 

2) eine Äenderung der Lage der durch den Stützpunkt 
gehenden drei Hauptachsen {abgekürzt H-Ä) ; 

3) eine Aendernng der Richtung der Schwerpunktachse (abge- 
kürzt S-Ä) (Verbindangsgerade zwischen Stütz- und Schwerpunkt), 

die letzten beiden Aenderungen gegenseitig und gegen die 
Pigurenachse (abgekürzt F-Ä) (Symmetrieachse der Glocke), alle 
drei innerhalb von Grenzen, die durch die Abmessungen dea Mo- 
dells gegeben sind. Die cylindriscbe Achse (Ä) (aus Messing) mit 
eingezapften , konisch zugespitzten Stahlenden ; sie besitzt ein 
Gewinde, an welchem die Glocke vermöge einer passenden Durch- 
bohrung ihrer Kuppe auf- und niedergeschraubt werden kann. 
Eine solche Verschiebung der Glocke bewirkt eine Verlegung des 
Schwerpunktes der ganzen Kreiselmasse parallel der F - A (nan- 
mebr die Verbindungslinie der Stablspitzen) ; insbesondere kann 
es durch die Glockenform des Kreiselrumpfes erreicht werden, 
dass der Schwerpunkt „unter" dem Stützpunkt liegt, d. h. unter- 
halb derjenigen Ebene durch den Stützpunkt , deren Normale die 
F - Ä ist, (Aequatorebene d. Kr.). Koaxial mit der Glocke ist 
noch ein TJehergewicht (U) (ebenfalls aus Messing) mit einer dop- 
pelten Aufgabe: 

a) die Grösse der äquatorialen Trägheitsmomente gegen das- 
jenige um die F - A stärker zu verändern , als es die Schrauben 
vermögen ; 

b) kleinere Verschiebungen des Schwerpunktes || F - A hervor- 
Äubringen, als es mit der Glocke bequem ist, namentlich beim 
Aequilibrieren des Kreisels diese die „grobe" jenes die „feine" 
Einstellung fungierend. 

Auf Glocke und Uebergewicht sitzen die Gegenmuttern (/, 
resp. ffä, um beide in der jeweiligen Stellung zu arretieren. 

Der Kreiselkörper stütat sich mit der ein wenig abgerundeten*, 
unteren Spitze auf die Pfanne , einen flach kegelförmig vertieften 
Achatbeoher, so dass seine tiefste Stelle den festen (Stütz-)Punkt** 
darstellt. Der standfeste Fuss (wie die Glocke aus einem Bronze- 
stiick gegossen) mit breitem Basisteller von etwa doppeltem Durch- 



*Der sonst betr'lrhtliclie Pruc]: würdf die T'nterh"-p bald 7er'itöi'en 
■'*Die''e BezPichiiui g ist i itlit e\'»l t teimnus tecim ns i^t ^lialbLi litpunkt" ; 
abet indem wir geflissentlich Bewef,un,!eH des lireiselG einzuleiten vermeiden die 
ihn ans dei Pfiaiie heiau'i'bihleudein ktnnen dürfen und wollen wir den Punkt 
fortan ah> einen festen ansehen 
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i Ringes verjüngt aich nach oben, um auf seinem G-ipfel 
die fest eingekittete Pfanne aufzunehmen. Der Antriel) des Krei- 
sels erfolgt, indem auch seine obere Stahlspitze (fortan schlechtweg 
Kreiaelspitze genannt) in das Hütchen einer Stellschraube ge- 
lagert wird, die im Querbalken des Bügels (B) befestigt ist, in 
der bekannten einfachsten Weise durch Abziehen einer an dom- 
artige Fortsätze (d) der Achse angelegten Schnur, ausreichend, nm 
ihm von Hand aas Umlaufgeschwindigkeiten bis beinahe 20'^-^lsec 
za erteilen. Hierauf kann der Bügel aus den beiden Büchsen {h) 
herausgehoben werden. Hinsichtlich der Art, wie das Instrument 
zu justieren ist, sei auf die eingangs genannte Note Maxwell's 
hingewiesen. 

Die klare Einsicht in die Funktion der 9 Sehrauben erlangen Konstraktion 
wir nur durch eine mathematische Betrachtung ; die Hauptschritte -präsheits- 
der einfachen Rechnung mögen hier wiedergegeben werden. Die ellipsoideB. 
mathematische Aufgabe ist diese : Das Trägheitsellipsoid (abge- 
kürzt T-E) des Maxwell'schen Kreisels um seinen Stützpunkt 
als Centrum zu konstruiren. "Wir nehmen, um die Vorstellungen 
zu vereinfachen, an, der Mechaniker habe, obwohl dies in Wirk- 
lichkeit nur angenähert zutreffen kann, unsere Absicht vollkommen 
erreicht , alle Teile des Kreiselkörpers mit genauer mechanischer 
Rotations-Symmetrie um eine Achse herzustellen — Schwerpunkt 
des Körperteils in dieser Achse , sie selbst und alle in irgend 
einem Punkte durch sie gehenden senkrechten Greraden seine 
H-A — . Dabei denke man sich die Gewinde aufgeschnitten und 
jeden Gang zu einem ebenen Ring geschlossen; es sind dann soviel 
parallelliegende Ringe als die Zahl der Windungen beträgt vor- 
handen und ihre gemeinsame Achse fällt mit der Achse des zu- 
gehörigen Teiles zusammen — diese Aenderung darf ohne merk- 
lichen Fehler geschehen — ; die 9 Schrauben seien unter sich 
kongruent und ihre Anordnung entspreche der geforderten radiären 
Symmetrie. 

Das rechtwinklige Koordinaten-System, auf welches wir alle 
Abmessungen beziehen, ist mit dem KreiselkÖi-per fest verbunden. 
Der feste Punkt ist der Ursprung, die i?- Achse falle mit der 
F-A zusammen, -|- Richtung nach der Kreiselspitze ; die Aequator- 
ebene wird dann die XY-Ebene. Wenn sämtliche Sehrauben fort- 
laufend numeriert werden, erst die Horizontalschrauben von 1 bis 6, 
darauf die Vertikalschrauben von 7 bis 9, und zwar von der Spitze 
gesehen wie Fig. 1 anzeigt , dann sei die X-Achse parallel der 
Achsenlinie der beiden Diametralsehrauben 1,4, also die Y-Achse 
II 07, die + Richtungen sind in die Figur eingezeichnet. 
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Fig, 1, 

Isb uns das Trägheitsmoment des Körpers für jede Gerade 
durch den festen Punkt hekannt, so ist, wie wir wissen, das T - E 
der geometrische Ort aller Punkte, deren Entfernung vom Centram 
eine der reziproken Wurzel aus dem Trägheitsmoment für ihre 
Vektorlinie proportionale Länge hat. Es seien K das Trägheits- 
moment der Geraden, deren Richtungskosinus a, ß, 7 sind, A, B, G 
die Trägheitsmomente der X, ¥, Z- Achse beziehentlich, D, E, F 
die Trägbeitapcodukte der YZ, ZX, XT- Ebene bez., so wird IC 
mit Hilfe dieser ö Konstanten und der gegebenen Richtung nach 
der Formel berechnet; 

Die 6 Konstanten des ganzen Kreiselkörpers werden durch 
Snmmation der seiner Teile erhalten. Also z. B. 

A = A^-VG. + S^+U^ 

wo (J.) = Achse, (G) = Glocke {mit Gegenmutter), (S) = Schrauben, 
(f) = Uebergewieht (mit Gegenmutter); die übrigen mit dem 
entsprechenden Index. Hierbei sind offenbar nach Annahme 



= A(= 






-a.i' 



V. = V, (= C), 

u,= v,= n, = 0, 



und nach Konstruktion das erste Glied der Stimme (2 a) unbe- 
weglicli, die anderen drei Summanden mit der Stellung der Glocke 
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— 9 — 

und des Tlebergewichts , mit der Konfiguration der 9 Schrauben, 
bis auf G-„U^, veränderliche Grössen. Diese Abhängigkeit wollen 
wir gerade ermitteln. Zu dem Zweche denken wir uns zunächst 
die Grlocke bis zur Koincidenz der X-Achse mit der 
Achsenlinie des Schraubenpaares 1,4 verschoben*; 
die XF-Ebene enthält dann die Achsen aller Horizontalachrauben. 

1. Berechnung der S. Masse jeder Schraube m, H-T für Berechnung 
ihre Achse C,, für jede dazu senkrechte durch ihren Schwerpunkt Schrauben- 
A,. Die Achse der H- Schraube i (i/O sei gegen die + X-Achse konstanten, 
unter dem ^a. geneigt, der Abstand ihres Schwerpunktes auf 
der Achse von (Fig. 1) betrage R, , dann sind die 6 Konstanten 
^der Schraube * in derselben Reihenfolge wie Ä, B, C, D, E, F : 

!Hl = C, cos° a, + {Ä, -H mBJ) sin' a, 
H^ = (7, sin" (/; -f {A^ + mJJJ) coa^ a, „ 

ff; = A^-\- mn\ 
Hl = s; = ; H) = l {A, ~C,+ mB^) sin 2 «,. 
Der Radiusvektor nach der Achsenspur der F-Schraube Ic (A/^) in 
der XY-Ebene sei gegen die + X-Achse unter dem ^ ßj geneigt, 
seine Länge, welche bei allen 3 Schrauben gleich ist, betrage E^, 
die Erhebung ihres Schwerpunktes über der XY-Ebene Z^, auf 
der Achse gemessen, und wir haben für die 6 Konstanten der 
Schraube h folgende Werte: 

( F; = A^+mZ^ + mRlsm^^^ V^ = mB^Z^cos^., 
l F,' = A, + mZ^ -i- mRl cos' % F,* = mB^ Z^ sin \ 4 

' Y^ = C, + mni F; = I mBl sin 2 ß. 

Man summiere über alle i und h , indem für a. nacheinander : 
0°, 60", 120", 180", 240", 300;|, für ß,: 90", 210", 330" gesetzt werden 
und erhält aus (3) : 

K= X^^ ^ ^ (^- + f^') + ■!■ "* (^' + BI + BI + B'„) 

-ff. = S' S; = 3 (^, + C,} + 1 m {Rl + Rl + Rl + R^) + m (ßl + R^) 

K = S-ff/ = QA,+m-^R1 5 

■ff. -= S ff; == K^-^h; =0 

-ff/ = Sff; = -|-m(Ra--ßa+-Sä--^i6)- 

*Die Koincidenz findet bei einer wirklichen Schrauhnng der Gloclio natürlicli 
ur ausnahmsweise statt, aher unsere Betrachtung hat mit diesem Umstand nichts 
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igl. aus (4) : 

n = s y; = 3(A+i'«-KS+m(^;+z:+z;) 

V, = '^ Y; = 3{i, + \mW:i + m{Z; + Z', + Z':i : 

Y, = SF.'= 3(C,+«iB:) 

F, = S »C = ^">K(Z,-Z,) 

F, = 2 7." = ), mB. (2 Z,-Z,- Z,) 



Die Konstanten S werden aus den korrespondierenden ifund Y 
additiv zusammengesetzt. Hierbei bemerken wir, dass die Grössen 
H (folglich aucll S) nur von der Quadratsumme der Scbwerpunkts- 
abstände je zweier Diametralschrauben von der F - Ä abhängen. 
Infolgedessen erscheint es zweckmässig , für diese folgende Ab- 
kürzungen einzuführen : 

b; + b; = b;„ e; + b; = b;„ ei + bi = s,,. 

Mithin wird (5, 6) : 

S, = ä\2Ä,+ O,+0,6mnl\ + m\Z-;+Zl+Zl\ + 0,75:n\ Kl,+ Bl] 

S, = S\ßA,+ C,+ 0,SmIll\ + m{Z'+Zl+Z',\ + 0,iöm{Bl,+ Sl,\ + mR;, 

S, = 3l2A.+ C,+ iiiB:| + m|B;,+ B'.+ B;.| 

S.= 0,25\l'3mB,{Z,- Z,\ 

S. =0,Bi»B.|2Z,-Z,-Z,l 

S, = 0,2BV3m|B,",-B;,i. 

Die 6 Grössen 8 bestimmen dasT-E, welches zu dem System 
der 9 Schrauben allein mit dem Mittelpunkt in gehört; seine 
Figur und Lage im Koord.-System hängen nach (8) von 6 Para- 
metern ab : B„ B^ B^j, Z, Z^ Z^. Wir erhalten die Koordinaten 
5ai ■'Isi Cs ilires Schwerpunktes aus den folgenden Gleichungen : 



9»L 



li^iB, cosa,, 9 mi^^ = )«2B. sina,. 



■ »'S-Z., 
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\ 12\ßr,, ^ (R^-R,) + {R,-R,) 9 

( 9Cs = Z, + Z, + Z,. 

Die Eichtang der hierdurch bestimmten S-A des Systems 
der 9 Schrauben gegen die Koord.-Ächsen hängt ebenfalls von 
6 Parametern ab : R, - Ä„ R, - B„ R, - B„ Z„ Z„ Z,. 

Anmerkung. Die Konfiguration der Schrauben ist [dagegen 
dnrch alle R^, Z^ vollständig bestimmt und daher von (eben diesen) 
9 Parametern abhängig. 

2. Berechnuny von A... F. Sie geschieht nach der Vorschrift Berechnung 
and den Bezeichnungen der Gleichungen (2a, b). Das Ueberge-g j^o^^i^^tg^ 
wicht {U) ignorieren wir vorläufig, ersetzen A^ durch A^, (?^ des Kreisels, 
durch (?' und versehen wegen dor besonderen Stellung der Glocke 
(p. 7) A bis F mit dem oberen Indes 0. Somit bekommen wir : 

/ A" = A,+ G + S^ D" = S„ 

) B" = A,+ G + S, E» = Ä. 10 

' C" =: Ai+G' + S, F" = S/. 

Nunmehr gelangt man leicht zu den Größen A. bis F, welche 
einer beliebigen Stellung der Glocke zukommen , indem man eine 
Hilfs-Koordinatenebene einführt, welche die Achsenlinien der R- 
Schrauben enthält, also parallel der XY-Ebene ist, im Abstände h 
(>■ nach oben, ■<: nach unten) ; alle X, Y bleiben angeändert, 
alle Z-Abmeasungen vermehren sich um h. Demnach bei aufge- 
setztem tJebergewicht (mit Gegenmutter) , Masse m', Höhe des 
Schwerpunktes über der ZT-Ebene h, 11^,111 äquatoriales bez. 
axiales Trägheitsmoment des Uebergewiehts für seinen Schwer- 
punkt, ferner Gesamtmasse des Kreiselkörpers M ohne Ueber- 
gewicht, seine Schwerpunkthöhe über der Hilfsebene C: 

I A = A''+ tr„ + Jife(Ä + 2C") + m'7." D = B' + Mhr^ 

B = B'+Ü, + Mh (k + 2C) + m' h" F = £'+ Mhi 11 

( G = G'-i-ül F = F' 

Hierin beziehen sich die Z^ nicht mehr auf die XY- sondern 
auf die Hilftebene, deshalb schreiben wir auch sie lieber ZI und 
für C. C. 

£, 7j, ^ sind die Koordinaten für den Schwerpunkt des ganzen 
Systems. Dann ist unmittelbar klar, dass 
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während C, um seine Abhängigkeit von h, h' explicirfce anszu- 
drücken, die Bezeiebnung der Masse dec Achse = JWj, ihrer Schwer- 
punkthöhe über der XF-Ebene = ^j, ebenso der Masse der Griocke 
= m„, ihrer Schwerpunkthöhe über der Hilfsebene = Q erfordert : 

I3b {M+m')Z = (m^'i^ + m^Q + QmC, + {^m + m^)h + m'h'. 

Schliesslich C, welches in (11) vorkommt: 

13 e MC = im, C, + m„ ::) + 9 ml% - m, % 

(12b) darf auch geschrieben werden: 

12(1 (M^m'Y, = M(C + h) + m'h' 

(direkt oder aus 12 b, c vermöge M = 9«! + )»^ + ™^). 
Diskussion 3- Diskussion der gefundenen Formeln. Wir beschränken uns 

der Formeln, auf die folgenden Bemerkungen, Ohne den mechanischen Cha- 
rakter des Kreisels hinsichtlich der p. 6 aufgeführten Eigen- 
schaften zu verändern, können wir die Extremitäten und das 
TJebergewieht je durch materielle Punkte in ihren Schwerpunkten 
ersetzt denken, diesen mit der Masse m', jene mit m, wenn die 
äquatorialen Trägheitsmomente der Achse in der XF-Ebene um 

das axiale um 

vergrössert werden (8, 11), sodass ihre Masse und die Lage ihres 
Schwerpunktes dieselben bleiben. Das vorgestellte System und 
der Maxwell'sche Kreisel besitzen daher dasselbe T-E und koin- 
cidente Schwerpunkte. 

Gestalt und Lage des T-E und Richtung der S-A hängen 
von denselben 11 Grössen (nämlich 6iJ„ 3.^J, h, k') ab, welche die 
Anordnung der 11 beweglichen Konstruktionsteile des Instruments 
bestimmen. Die Dimensionen aller Bestandteile geben natürliche 
Grenzen für diese 11 Grössen , welche wieder die 6 Trägheits- 
Grössen A bis F (11), die 3 Koordinaten S, v„ ^ (12 a, b) be- 
schränken, d.h. die Deformationen und Drehungen des T-E, die 
Verlagerungen des Schwerpunktes. 

Sehen wir die 9 Gleichungen (11, 12 a, b) als ebensoviel Re- 
lationen zwischen den 9 Grössen Ä . . . F, ^, r^, ^ einerseits , den 
11 Grössen B^, Z°, h, h' andererseits an, so beantworten sie uns 
die beiden Fragen; 
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A) Welches T-E und welcher Ort des Schwerpunttes ge- 
hören zu einer gegebenen Anordnung des Kreisels? 

B) (Unikehrung) "Wie müssen die Bestandteile des Kreisels an- 
geordnet werden, damit er einen Körper mit gegebenen T-E und 
gegebenem Ort des Schwerpunktes darstellt ? 

Die Antwort auf (A) ist immer eindeutig; die Antwort auf (ß) 
ist im allgemeinen vieldeutig und entscheidet zugleich über die Mög- 
lichkeit der Forderung, ob nämlich aus gegebenen A . . . F, i, r^, C 
oder aus gegebenen Beziehungen zwischen ihnen reelle Werte von 
i?,., Z,,, h, h' innerhalb der erlaubten Grenzen folgen. Für eine mögliche 
Forderung giebt es sogar unendlich viele Anordnungen , wie wir 
folgendermassen zeigen können : Man bilde (11, 10, 8) die Differenz 

B-Ä = S,-S„ = mEl-^{Rl + El), 

folglich ist j 2 EJj — (iJj5 -|- if 3j) } eine bekannte Grösse, ebenso, da C 
gegeben ist, |i^L+(-^^ss+-K3e)i> und wegen 2»'= i''" = Ä/:{Ii?,-iä^,j. 
Hieraus findet man eindeutige Werte für JJj„ E,,, M'^. Alle Jf,- 
kommen ausserdem als die 3 Differenzen B^ — It^, B^ — Rf^, li^—B^ 
nur noch in k, "^ vor (12 a, 9). Das giebt mit den 3 Gl. (7) 5 Gl. 
für 6Unbekannte, ein Jf, bleibt willktirli eh. Nach (9) können 
wir z.B. B^ — E^ und B^ — E^ durch li^ — U^ ausdrücken, die dann 
zusammen mit BI + Bl = El^, Bl + El = El^ eindeutige* Werte 
von iJj, E^ in B^, B^ liefern. Für diese aber ist nur die Gl. 
B]+ Bl = ÜJj vorhanden, also B, oder B^ willkürlich. Ferner 
(11, 10) ergeben sich aus den Gl. 

S^ + Mhfi = D, S, + Ml)^ = ]■: 

ZI, ZI ausgedrückt in Z", k , aus (12 b) C" ausgedrückt in Ä, /*', 
deshalb (9) Z° in h, h' und rückwärts 2°, ZI ebenfalls in h, h'. 
Wenn in A (11, 10, 8) alle vorkommenden Grössen, welche bekannt 
oder in /(, h' berechnet sind, durch die neuenWerte ersetzt werden, 
so kommt eine Relation zwischen /( und W, vom 2. Grade in beiden, 
zustande. Damit sind alle Gl. von (11, 12a, b) erschöpft, folglich 
bleibt auch h oder A' willkürlich. Alle 2^ sind eindeutige 
Ausdrücke in h, h', von diesen aber ist der eine zweiwertiger Aus- 
druck im anderen, mithin bekommt ebenso jedes ZI 2 Werte. Es 

*Nur positive Werte gelten. Typus der Gl: * J^^ ~ ^. Ist Wi, y, ein 
Wuraelpaar, so ist das zweite sc, =: — j/,, y^ ^= — x^. Sind a^, y, > 0, so ist 
die 3. Löaimg ungültig, sind x,, y^ <~Ü, so ist die 1. Lösung zu verwerfen. Alle 
anderen Fälle sind unmöglich. 
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ist Angelegenheit 3es besonderen Falles zu cntscBeWen, wieviele 
von ihnen eine Anordnung möglich machen. 

Wie aus (11) hervorgeht, haben Verschiebungen der Grlocke 
und des Uebergcwichts nur Aenderungen der Trägheitsmomente 
Ä, B um den gleichen Betrag, keine von zur Folge (v, p. 6 sub a). 

Anmerkung. Durch die Entfernung von Schrauben können 
wir die Variabilität der Anordnung erhöhen. Diesem Umstand 
werden die aufgestellton Formeln nicht gerecht {m = bedeutet 
Wegnahme aller 9 Schrauben), Wir hätten sie dafür einrichten 
können, wenn wir von vornherein etwa f)'. 3= m\i\, wo \i\ =^ jj 
ein Diakontinuitätsfaktor, eingeführt hätten, doch werden die Gl. 
dann ebenso umständlich, als wenn alle m, der Grösse nach von- 
einander verschieden wären, 
piolc. Beispiele. Ad (A): 1) A = {Nullstellung). Die Formeln 

(11) reduziren sich, wie es sein muss, auf (10), Eine Eigentüm- 
lichkeit der Nullstellung ist, dass das Zusammenfallen der F-A 
mit einer H - A allein durch die F-Schrauben bewirkt wird. Die 
F-A wird H-A, wenn B", E" zugleich verschwinden, was (10, 8) 
giebt : 

ZI = Z% 2^5 = Zl + Zl, 
oder, was dasselbe ist, 

Z", = Zl=^ ZI; 
i. e. die F-Schrauben müssen gleich hoch gestellt werden. Diese 
Eigentümlichkeit teilt die Nullstellung noch mit dem Fall ^,7^ = 0, 
wo die F-A zugleich die S-A wird. Denn alsdann ist (11) 
D = D", E = E", und es gelten dieselben Folgerungen wie vorher. 

2) fi. = B, Z'l — Z" {Symmetrische Anordnung). (7) li%. = 2 ß^ ; 
(S)S„=3S2^,-(-6',+0,5mB^!-f3m(Z"-fE'), S* = S„; (9)5, = 7], = 0, 
daher (I2a) ^=.75= 0, B = E = F = Q\ (11) B = A, i. e. 
die symmetrische Anordnung stellt einen symmetrischen Kreisel 
dar, wie auch eine einfache, geometrische Symmetrie - Betrachtung 
direkt beweist. 

Ad (B): 3) Der symmetrische Kreisel. F-A = S-A = H-A 
0. Also ^, v] == 0, B, E=Q. T-E um die (7-Achsc symmetrisch, 
f. alle äquatorialen Trägheitsmomente einander gleich. (1) f^O: 
K = Ao?-2Fa^ + B{i^ = const. für alle a, ß {i.^-\-f =- 1) nur, 
wenn B = A, F = i). ;, >] = (12 a, 9) giebt : 

15 B^-B., = B,-B^ = B,-B^, 

B, E = äquivalent mit S^, S, = (s. Beisp. 1), oder 

16 Z'i = Zl= Z\. 
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(13) B-^ = OandF=0 oder (S) S = machen 

Bl = El = m,, 17 

wobei jR'j identisch mit E]^ ist. Da die E^ absolute Grösaea sind, 
so folgt aus (15, 17) (s. Fussnote p. 13) 

E, = M, = R„ E, = fi, = R^. 18 

(16) and (18) bestimmen die für einen symmetrischen Kreisel allein 
möglichen Anordnungen, Die F- Schrauben müssen gleich hoch 
sein , die Schwerpunkte der H- Schrauben mit gerader vmd unge- 
rader Nummer je ein gleichseitiges Dreieck bilden mit dem Mittel- 
punkt in und einer nach Fig. 1 erkennbaren Orientierung. Es 
ist selbstverständlich die „symmetrische" Anordnung (Beiap. 2) als 
besonderer Fall darin enthalten. 

Wir richten fernerhin die Aufmerksamkeit besonders auf den Asj-mmc- 
asymmelrisclten Kreisel, dessen Körper im allgemeinen Falle also *l^*. ^ 
durch 3 ungleich grosse H-T und eine von den H-Ä verschiedene 
S-A charakterisiert ist. Speziell: 

4) Bas Huss'sche Fendei*. Etwas weitläufiger. S-A -i- zu 
einem Kreisscbnitt des reciproken T-E. Es sei S-A = F-A , f. 
(a) ^, 7] =; 0. Die beiden durch den Stützpunkt des Kreisels 
gehenden Kreisschnittebenen schneiden sich in der mittleren Achse 
des reciproken T-E. Dies ist mit dem T-E selbst ähnlich gelegen, 
mithin steht die S-A normal zu einer H-A des Korpers. Die Y- 
Achse möge diese H-Ä sein, d. h. B ist ein H-T, f. (b) D, F = 0. 
Die Gleichung des T-E in den laufenden Koordinaten X, Y, Z 
lautet dann: 

AX''-2EXZ+CZ' + BY' = M'k\ 19 

M' = M+m' die gesamte Masse, h = Dimensionsfaktor [Lange]. 
Die anderen beiden H-A des T-E liegen in der XZ-Ebene, gegen 
die X resp. Z-Acbse um den -^ f> gedreht, wobei <p aus 

ZU berechnen ist. In einem neuen Koordinaten -System, welches 
die H-A des Körpers bilden, lautet die Gleichung des T-E mit 
den laufenden Koordinaten X', Y\ Z' ; 



»Eine kurze Erklärung mit ergänzender Litteraturangabe befindet sich in 
der Monographie von E. Klein und A. Sommerfeld : lieber die Theorie des Kreisels, 
Heft II (abgekürzt KS II) p. 378—386. 
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B^ = B; j4, und (7, sind die beiden Wurzelwerte von >, in der 
quadratischen Gleichung 

Aus (21) fliegst die Grleichnng des reciproken T-E : 

Ä, B, ^ G, M" 

\/BJM' ist die Länge seiner mittleren Halbachse, wir setzen des- 
halb die Grössenordnung ^, >■ B, >■ C^ fest. Wenn k', C die lau- 
fenden Koordinaten der in die X'^'-Ebene fallenden Normalen zu 
einer der beiden Kreisschnittscharen des reziproken T-E bedeuten, 
so ist deren Gleichung 



\ß, aj \ä, bJ 



Diese Normale soll die S-Ä sein, also mit der C'-Achse zusammen- 
fallen, weshalb ^ 9 der Gleichung 

E' = C'tgf 

gehorchen muss. Es besteht aber die Identität tp; 2 9 =; -r. — ^—i—, 
& ° ^ X — ig^'^^ 

deren Quadrat nach Substitution des in (20) ausgedrückten Wertes 

von tg2'p, des durch Elimination von £', C aus (24, 2o) erhaltenen 

Wertes von tgtp eine Kelation zwischen A, C, E einerseits und 

-4 , B,, C, andererseits von der Eorm 



m- 



(C-A)' /_2 1 

\B, A, 0,1 

liefert, welche wegen (21 — 22) nichts Anderes ist als eine Relation 
zwischen A, B, C, E selber. Wir müssen aber bemerken, dass 
(26 a) ebenso Bedingung für diejenigen Fälle ist, bei denen die S-A 
in der Kreis schnittebene liegt; denn fp| cp-j-it/2 (gelesen: ip er- 
setzt durch (p-i-jt/2) ändert die angeführte Identität nicht. Die 
Beziehurg (26a) lässt sich noch erheblieh vereinfachen. Zunächst 
eine leichte Umformung : 
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(a+C.-2^ 



dann, (22) ^,+ 0, = ^ + 6', A^C^ = ÄC-F/ beriicksiclitigeiicl und 

1 1 *i 1 -■ -^i^, AC—E'' . ., 

vorübergehend zur Abkürzung ■ -jj- - = =7 = ^, A—\i. ^ A , 

C~\i. = 6" gesetzt, entwickeln sich aus (26 b) sutcessive die Glei- 
chungen : 

E'^(A~i,.)iC~lL) __J^ F.'-A'C 



(C-^)" ~ (^+C-2|i)' ' (6"-^')' {G' + AJ' 

A'C'\4:E' + (C'~Ay\ = 0. 
Die letzte lässt nur 3 Auflösungen zu : 

1) _E = 0, C = A'; 2) A' = 0; 3) 6" = 0. 

Die erste Auflösung führt za. G ^= A, (22) C, = A^ und infolge 
der festgesetzten Grössenordnung G^ = A^ = B^. Das gewöhn- 
liche (21) und das reziproke T-E (23) ist eine Kugel ; der Körper 
ist ein Kugelkreisel , der für eine beliebige Lage der S - A ein 
Hess'sches Pendel repräsentiert, da jede Ebene sein reziprokes 
T-E in einem Kreise schneidet. Diese Auflösung ist trivial. Die 

zweite führt zu ^ = |x = ^'^~^ - oder -E' = A{C-B). Wird 

C -= B,t E = 0, (22) yl, = A und C, = C, B^ = C„ so ver. 
wandelt sich das reziproke T-E (und das gewöhnliche gleichfalls) 
in ein symmetrisches Ellipsoid, dessen Hot. -Achse die X-Achse 
ist; die beiden Kreisschnittebenen durch den Mittelpunkt fallen in 
der 7^-Ebene zusammen und enthalten die S-A. Der Kontinuität 
nach dürfen wir auch für G =^ B schliessen, dass die an [26 a) an- 
geknüpfte Bemerkung hier zutrifft. Die zweite Lösung giebt 
also kein Hess'sches Pendel. Dagegen die dritte. Sie führt zu 

C = j, = A^^l oder (c) E' = C(A~B); in Worten: Das 

Trägheitsprodukt E muss gleich sein dem geometrischen Mittel 
aus dem Trägheitsmoment C und der Differenz der beiden übrigen 
A — B. Denn falls hier A = B, i. E = wird, kehren wir zu 
den Bedingungen des symmetrischen Kreisels (Beiap. 3) zurück, 
und dieser vermag wegen der Koinzidenz der S-A mit der ßota- 
tionsachse von selbst das Hess'scbe Pendel zu repräsentieren. 
Unter den gemachten ^Festsetzungen sind 
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(a) 5 = Vi = 0, (b) D = F ^ 0, (e) E^ = C{A-B) 

die notwendigen und ausreichenden Bedingungen, denen die Massen- 
verteiluiig des Maxwell'schen Kreisels hier unterliegt. Für eine 
reelle Beziehung (c) zwischen A, B, G, IE mnss Ä^^ B sein. Diese 
Ungleichung genügt zugleich für den (hier unterdrückten, aber 
leichten) Beweis, daaa die .^,-ß, C, als reelle Grössen der Fest- 
setzung J-, :> JS, > C; gehorchen. 

Einfluss der Bedingungsgleichungen (27) auf die Anordnung ; 
{14, 27 a, h) B = S^ = 0, F = S, = 0, i. 



38 a (10, 8) i 

38T» (12a, 9, 27a) li,- 
39 



l ^ Zl = Z", lil = 
-M, = B^-2i, = Br 
n, = K, B, ^ B,, 



B' 



B, (vgl. 15), daher 



Ferner (13): A-B = m{B'-El), wegen Ä>-B 

Je > B\, oder B\ -^Rl = Bl + Bl>B]-i- B\ ; 
(11,10,8); C = Ä',+ G' +U',-\-d\2A,+ C, + 0,bmJtl\ + m\E'' + li'J. 
Äl+G'+Ul + S\2A,+ C,+Q,5mRl\ = mFl gesetzt, wird 
C^m\Bl + 2B' + Bl\; wegen^ = 0, E = E'' ^{10,8)mB,iZ;~-Z"). 
Wegen (27 c) kommt daraus : 

MliZ^^-Zj =: {H'~B'J{Fl + 2'H' + Bl). 

(28 — 32) machen die Vorschrift aus , nach welcher wir aus dem 
Kreisel ein Hess'sches Pendel herstellen. Sie lautet: 

Die Jf- Schrauben je Nr. 2, 6 und Nr. 3, 5 sind gleich weit 
herauszudrehen, Nr. 1 und 4 so, dass die Differenz ihrer Schwer- 
punkt - Abstände von der F-Ä gleich der von 2 und 5 oder (was 
dasselbe ist) 3 und 6 , die Quadratsumme jener Abstände kleiner 
ist, als die von 2 und 5 oder (was dasselbe ist) 3 und 6 ; von den 
F-Schrauben müssen Nr. 8 und 9 gleich hoch stehen, wahrend 7 
werden muss , wie es durch Rechnung aus (32) her- 



Am einfachsten ist es, B^ = B, ^ B^ = B^ und darum not- 
wendig (28b) B^ = B^ zu machen, die F-Schrauben Nr. 1 und 4 
müssen dann wegen (30) weiter nach innen gerückt sein als die 
übrigen. Die Bestimmung von Z", erfordert im Allgemeinen die 
Kenntnis der konstanten Grösse P„ (31), hängt hingegen nicht von 
der Stellung der Glocke und des Uebergewichts ab. Der Doppel- 
wert von Z", entspricht der zweifachen Kreissehnittschar des reci- 
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proken T-E, indem die S-A Senkrechte der einen oder der anderen 
werden kann. Die Differenz {Ii' — B',J kann immer so klein ge- 
wählt werden, daas Z" im erlaubten Grebiet bleibt. 

Es ist nützlich, die allgemeine Massenverteilung des asymme- 
trischen Kreisels noch nach zwei Richtungen hin zu specialisieren, 
Massenverteilungen , die einen gewissen (rrad der Verwandtschaft 
mit dem symmetrischen Kreisel zeigen : Kreisel mit dreiachsigem 
T-E, deren eine H-Ä mit der S-A zusammenfällt (Typus I), und 
Kreisel mit symmetrischem T-E, deren S-A von der Symmetrie- 
linie des T-E verschieden ist (Typus 11)*. Bei jenen wird man 
die Achse mit der doppelten Bedeutung, bei diesen entweder die 
Rotationsachse des T-E oder die S-A in die F-A des Instruments 



5) Typus I. 5, 1 = D E = a. Der Schnitt der Aeqnator- 
ebene mit dem T-E i t dann schon die Ellipse, deren Achsen Rich- 
tung und Grösse der ubrigen beiden H-A angeben. Wir orien- 
tieren sie gleich so dasa die giosse Achse in die X-, mithin die 
kleine in die F-Achse iillt Dementsprechend sind F = 0, A, B, 
C die H-T, £ :> ^. Wie in Belsp. 3 (15, 16) folgt 

Ji.-B, = li^-l\ = B^-B,, Z", ^ ZI = ZI, 
weil F verschwindet : B], = iJj^ = B^, (13) 

B-Ä = m{El-B'), B\^>B\ 33 

Ans der ersten und dritten der dreigliedrigen Grleichungen ergiebt 
sieh; B^ = B„ B, = B,. 

Am einfachsten ist die folgende Ajiordnung: Alle F-Schrauben 
gleich hoch, die .ff- Schrauben Nr. 2, 3, 5, 6 in gleichem Abstand 
von der E-A, Nr. 1 und 4 ebenfalls gleichweit von der T-A ent. 
fernt, aber mehr nach aussen gerückt als die übrigen. 

Es leachtet auch unmittelbar ein, dass die beschriebene Kon- 
figuration der Schrauben die Asymmetrie des Typus I erzeugt. 

6) Typus IL a) E-A = H-A, G = asiales H-T, f. D, E = 0. 

Damit alle äc[uatorialen Trägheitsmomente einander gleich werden, 

muss sein : F ^= 0, B ^ A. In welcher Meridianebene des 

T-E die S-A liegt, ist gleichgültig, sei somit vj = (aber i ^- 0). 

(14, 8) jD = S^ = macht ZI ^ Z\ = Z\ E = Z'^Z", ^ 34 

4 M 
—= — M. Durch r, = zusammen mit F = (} kommt R. = B,, 35 

B^ = B^, durch B~A ^ (33) Je = El,, und endlich, indem 36 



*Das Hess'eche Pendel gehört keinem der beiden Typen s 
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wir die erste Gleichung von (9, 1.2) Iiinzüfiigen : 
I lil + Ml = ^ + K 

(34—37) zeigen voUatändig an, wie die Kreisebchraubcn für Typus 
IIa anzuordnen sind. Gegeben seien \, t, damit die Neigung der 
S-A gegen die F-A, und k; werden die F-Schrauben Nr. 8, 9 
gleich hocb gestellt, so folgt die Höhendifferenz der dritten V- 
Schraube gegen sie ans (35) ; die H- Schranben Nr. 2 und 5 
dürfen noch eine willkürlielie Stellung haben, doch mit der Ein- 
schriinknng, dass der zwischen -Z?j^ ^ und 7i',^^ bestehende Znsammen- 
hang (37) durch reelle Werte geleistet wird, dann aber sind die 
Stellungen von Nr. 3, 6 durch (36), von Nr. 1, 4 durch (37) bestimmt. 

b) (Andeutung) F-A = S-A, f. (a) 5, t] =- 0. Das axiale H-T 
möge in der XZ- Ebene liegen, also schneidet die äquatoriale 
Hauptebene den XT-Plan in der F-Achse und B ist die Grösse 
des äquatorialen H - T. Analytisch (v. ex. 4) : (h) B, F ^ 0; B 
ist eine "Wurzel der quadratiscljen Gleichung (22), f. (c) E^ =^ 
{A~ B){0 — B). Den Bedingungen (a, b, c) sind wie vorher die 
Eormeln des Maxwell'schen Kreisels anzupassen, woraus wir die 
Anordnungen für Typus IIb gewinnen. 

Fordern wir in Beisp. 6a) überdies noch '=^0 (12b), 2G = Ä 
oder in b) C = :ß = 2J. (f. 7? = 0) — die S-A begiebt sich in 
die äquatoriale Hauptebene — , so gelangen wir zu dem Fall der 
Frau KowaJ-evsh*. Freilich machen es erst die besonderen Masse 
des Modells ans , ob es diese Bedingungen erfüllen kann. Jeden- 
falls aber können wir immer Modelle konstruieren , die imstande 
sind, den Kowalevski'schen Kreisel zu vertreten. 

Vorzüglich werden wir später das Gewicht auf den Umstand 
legen, dass die Asymmetrie der beiden Typen, d. h. im 1. Falle 
die Diiferenz der äquatorialen H-T, im 2. Falle die Neigung der 
S-A gegen die ausgezeichnete H-A, willkürlich verkleinert werden 
kann, dass wir also dem symmetrischen Kreisel beliebig nahe 
benachbarte Körper herstellen können. Beim Typus I ein- 
fachster Anordnung geschieht dies durch Einrücken der Diametral- 
schrauben Nr. 1, 4 bis im Grenzfalle ihre Schwerpunkte mit denen 
der übrigen ^/-Schrauben einen Kreis bilden mit dem Centrum in 
der F-A , beim Typus II durch Verminderung der Höhendifferenz 

■i'Acta Matliematica Bil. 12 (188b); KÖ 11 p. 376. 
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der F-Schraube Kr, 7 gegen die übrigen, welcher gleicli?;eitig von 
einer Verrückang der iT-Schraabe Nr. 1, im Grenzfalle bis in die 
Diatanz der Nr. 3, 5, der H-Scbraube Nr. 4 bis in die Distanz 
der Nr. 2, 6 gefolgt wird. 

Mit dem Typus I werden wir uns fortan ausfülirlich be- 
schäftigen. 



II. 

Typus I. Differentialgleichungen und besondere Formen 
der Bewegung. 

Dieser und die folgenden Absclinitte sollen von der Bewegung Voraus- 
derjenigen besonderen Form des schweren asymmetrischen Kreisels ,^^p^"'J|g^ 
bandeln, welche in dem ersten Abschnitte Typus I genannt worden Vor- 
ist und durch eine einfache Anordnung des Maxwell'sclien Instrn- Itemerkung. 
mentes vertreten wird. Nach dem gewöhnlichen Vorgang der 
theoretischen Mechanik wollen wir von den bei der natürlichen 
Bewegung des Kreisels wirksamen Kräften alle seine Enevgle ver- 
zehrenden (dissipativen) ignorieren und von den seine Energie er- 
haltenden (konservativen) Kräften nur die Schwere zur Betrachtung 
zulassen. Die spezielle Wahl des Typus I rechtfertigt sich durch 
den "Wunsch, die Vorstellung zu fixieren und mit Hilfe des ein- 
fachen Beispiels Ueberlegungen zu entwickeln , welche mutatis 
mutandis auch für den anderen Typus oder für den allgemeinen 
fall gültig sind. 

Während dieser Abschnitt der Herleitnng der Differential- 
gleichungen der Bewegung aus mcj^banischen Prinzipien vermittelst 
des Impulsbegriffes gewidmet ist, und diejenigen äusserst ein- 
fachen , aber theoretisch wichtigen Bewegungsformen erörtert 
werden, welche vermöge des geometrischen Zasammenhanges zwi- 
schen den Richtungen des Vektors der instantanen Winkelgeschwin- 
digkeit und des Impulses durch ein besonderes Verhalten beider 
Vektoren ausgezeichnet sind, sollen in den folgenden Abschnitten 
Näher nngsfor mein der wichtigeren Bewegungen entwickelt werden, 
z. T. unter der Annahme , dass die Asymmetrie des Kreisels be- 
liebig klein sei*, damit die angenäherte Darstellung hinreichend 

*Ueber die Bedeutung dieses Gedanliens vgl. eine Sclilussbemerkung aura 
Exkurs ülier den asjmmetriaclie» Kreisel im Kap. V der Kreis ol-Moaograpliie, KS 
n p. 390. 
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gen an werde. Hingegen bleiben die Betrachtungen des gegen- 
wärtigen Kapitels von dieser Beschränkung frei und erfreuen sich 
innerhalb der gemachten Voraussetzungen mathematisch vollkom- 
mener Strenge, 
Koordinaten, Wir setzen zunächst die Bezeichnungen fest und stellen einige 

Beziehungen ^^j^ gebrauchte I'ormeln zusammen, indem wir uns hinsichtlich weit- 
Koordinatfln läufigerer Auseinandersetzungen und der Beweise der hingestellten 
der Lage, der g^^gg bequem auf die T\Ionographie der Herren Geheimrat Elkik 
keit und des und Professor Sommerteld berufen. 

Wir gebrauchen, wie üblich, zwei rechtwinklige Haupt-Koor- 
dinatensysteme mit dem Ursprang im Stützpunkt : xt/,^ mit der 
Erde, XyZ mit dem Kreisel starr verbunden; in jenem ist die 
Linie der positiven ^ der Richtung der Schwerkraft entgegenge- 
setzt, die iS^-Ebene, eine an sich willkürliche Vertikalebene, mag 
mit der Medianebene des Bügels (= Ebene durch die Achsenlinien 
seiner beiden Säulen) identisch sein, dieses fällt mit dem Kreuz 
der H-A des Kreisels zusammen, die Linie der Z mit der F-A, 
die Linie der X mit der A-Achse, die Linie der Y mit der B- 
Achse, so dass alles mit dem Beispiel 5 des ersten Abschnittes 
übereinstimmt, auch die Festsetzung B>' A. Alle überhaupt vor- 
kommenden rechtwinkligen Koordinatensysteme sollen „Hopfensy- 
steme" sein, womit zugleich die als positiv geltenden Drohrich- 
tungen festgestellt sind. Die EuLEE'schen Winkel 9, ij<, 9 bestimmen 
die Lage des Koordinatensystems XY2 gegen xys, und zwar, wie 
in Ejg. 2 dargestellt ist : 
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ii = ^Z,s OK = Knotealinie 

•^ = ^K,x OV = Vertikale 1 

tp = ^ X, K OF = Figurenachse. 

(KS I p. 17, 18). 

Diese 3 Winkel sclmeiden auf der um als Mittelpunkt beackrie- 
benen Einheitskugel Bogen aus, von welchen, wenn wir die Kugel 
mit der Hitnmelskugel , die «^-Ebene mit der Meridianobone , den 
Durch stosspimkt der Vertikalen mit dem Zenith, den der F-A mit 
einem Stern vergleichen, % der Zenithdistanz, <]• dem Stundenwinkel 
des Gestirns entspricht, il, -i/, tp repräsentieren als von einander 
unabhängige Koordinaten die 3 Freiheitsgrade des Kreisels ; wir 
können & und -[i die Koordinaten der F-A, 9 die Koordinate der 
Drehung des Kreisels um die F-A nennen. Die Linie, welche der 
„Stern" auf der Einheitskugel beschreibt, werde reduzierte Bahn- 
kurve der KreiselspitKe genannt, und "^ sind dann zugleich ihre 
laufenden sphärischen Koordinaten. 

Die Ableitungen nach der Zeit t sollen nach IjAGEängb durch 
Äccente, Vektoren durch deutsehe Buchstaben bezeichnet werden. 
Die Komponenten des Vehtors der instantanen WinkelgescJmin- 
digkmt (kurz: des Drehvektors) ^ nach der Knotenlinie, Vertikale 
und F-A sind resp. 9', i}»', f' und heissen die (Euler'schen) Ge- 
schwindigkeitakoordinaten , die senkrechten Projektionen von 23 
auf die H-A A, B, G seien resp. p, j, r und heissen die Kom- 
ponenten der momentanen "Winkelgeschwindigkeit des Kreisels in 
Bichtung der H-A {kurz: die Drehkomponenten). Gelegentlich 
soll r die asialc , die Resultante von p und q die äquatoriale 
Drehkomponente genannt werden. 

Wenn zur Abkürzung sin ö = s, cos & = « gesetzt wird, so 
drückt sich der Zusammenhang zwischen den Drehkomponenten 
und Geschwindigkeitskoordinaten folgendermassen aus : 

p-\-iq T= e "^ (0' -f v\'s) oder 

ijj = Ö' cos tp + 'l^'s sin 9 
g = — Ö' sin f -|- ij-'s cos [p, und 
,- = cp'+t^'w. (KS I p. 44/45). 

Die senkrechten Projektionen des hnpvlsvektors S(|S| = J) 
auf die Knotenlinie , Vertikale und F-A seien resp. E, n, N und 
heissen die (Euler'schen) Impulskoordinaten; die senkrechten Pro- 
jektionen auf die A-, -ß-Achse seien resp. L, M, diejenige auf die 
C-Achse ist N. L, M, N heissen die Impulakomponenten in Rieh- 
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tung der H-A , gelegentlich N die axiale , die Resultaiif e von L 
und M die äqiiatoriale Impulskomponente. Ihr Zusammenhang 
mit den Drehkomponenten p, q, r : 



■- Ap, M -- 



N r 



Cr. 



Wir erkennen an der Fig. 2 noch zwei rechtwinklige Nebcn-Koor- 
dinatensysteme, deren wir fernerhin noch bedürfen : Wenn nämlich 
OV Schnitt der Vertikalebene durch OV und OY mit der x^-Ebene, 
OK' mit der XF-Ebene ist, das erste aus den Achsen OF, OK, OK.', 
das zweite aus den Achsen OV, OV, OK gebildet. Die senkrechte 
Projektion von S anf OK' sei F, auf OV sei m; 3 nach den 
Achsen des ersten Systems zerlegt in die Komponenten iV, E, F 
bezw. , nach den Achsen des zweiten Syatemes in n, in, E bezw. 
Aus geometrischen Gründen ergeben sich alsdann zwischen den 7 
eingeführten Impulsgrössen die folgenden Relationen: 



E + iF ^ e~'^{L + 
n =^ Nu + Fs 
jV = nii + nis ; 



IM) 




die beiden letzten leicht mit Hilfe der Fig. 3 , welche die Ebene 

durch die Vertikale und F-Ä mit OJy als senkrechte Projektion 

des Impnlavektors auf sie darstellt, 
Sätze über 1*61' Impuls des Kreisels und alle ihn von aussen treffenden 

den Impuls- Stosskräfte sind vermöge seiner Verbindung mit dem festen Punkt 

Drehstösse (KS I p. 88 und 93). Nennen wir den Vektor des 
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einem System von Stosskräfteii, welches den Kreisel in irgend 
einem Zeitpunkt triift , gleichwertigen Drehstosses © , dann gilt 
der Sat^: 

A3 = ©, 45a 

in Worten : Der durch den äusseren Drehstoss @ veränderte Im- 
puls 3 + AS ist gleich der Resultante des Impulses S vor dem 
Stoss und des Drehstosses ©, gleich 3 + ®. 

Rührt der äussere Drehstoss von tontinuirlichen Kräften her, 
so wird © der infinitesimale Drehstoss §:<it, wo S den Vektor 
der Drehkraft bedeutet , welche den äusseren Kräften äquivalent 
ist, und die Aenderung des Impulses das Differential (?3 ; weil 
dajin die Gleichung (45 a) für den ganzen Zeitraum der Wirkung 
der äusseren Kräfte gelten muss , verwandelt sie sich in die 
Differentialgleichung : 

3' = ^ (vgl. KS I p. 115); 451 

Die Aen der ungsge seh windigkeit des Impulses ist (vektoriell) gleich 
der äusseren Drehkraft. Die Aussagen (45 a, b) beziehen sich auf 
ein im Räume festes Koordinatensystem. Wünschen wir die Äen- 
derungen des Impulses , insbesondere seine Aenderungsgeschwin- 
digkeit als Folge äusserer, stetiger Kräfte, relativ zu einem 
irgendwie stetig bewegten, rechtwinkligen Koordinatensystem mit 
dem Ursprung im festen Punkt des Kreisels zu kennen, so ist 
zum Vektor S noch ein Vektor 6 zu addieren, der das Vektor- 
produkt ' aus dem vorhandenen Impuls 3 nnd dem Drehvektor 2) 
des bewegten Koordinatensystems ist, in Zeichen : 

3' = e-l-S?, e = 3 X S>*; (vgl. KS I p. 141*^1^) 46; 

wohlverstanden: Die Zerlegung in Komponenten hat nach den 
Achsen des bewegten Koordinatensystems stattzufinden. Also 
z.B. ©. Die Komponenten von 3 seien 'T,J^J,, die von 35 m^ui^m^ 
in Richtung der bewegten Koord. -Achsen , dann sind die Kom- 
ponenten von (£: 



*N'ach dem Vorgang von Gililjs. Vektorielles oder äusseres Produtt der 
Vektoren !S, 58 ^^ 31 x S), Skalares oder inneres Produkt = 91 , SS, 
** Siehe auch Routh, Rigid Dynamics. Advanced Part Art. 19. 
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Anwendung Die äussere Drehkraft S ist hier allein der Vektor des Dreh- 

dieser Sätze, moments der Schwere und, weil der Schwerpunkt auf der F-A 
liegt, beständig in der Knotenlinic gelegen. Mit G das Gewicht 
des Kreisela, mit l die längs der F-A von aus gemessene, nach 
oben positive and nach nnten negative Abscisse seines Schwer- 
punktes bezeichnet, wird 



47 ^ = Gls = Ps, t 



i^ Vektor nach K zielend 
«c Vektor von K abgewandt ; 



mithin bedeutet P das grösste Drehmoment der Schwere, welches 
der Kreisel bei horizontaler Lage der F-A (s = 1.) wirklich 
besitzt. 
Differential- Wir sind nunmehr imstande, die Differentialgleichungen der 

gleidumgen Bewegung sofort hinzuschreiben. Koordinatensystem : KK'F (p. 24). 
Komponenten von S nach OK: E, OK': F, OF: N, von 5) bez.: 
ö', >;.'s, •'/u; von fi bez.: J% 0, 0. Folglich (46 ab): 



i" 


= 


Ff« 


-Ni/; 


, + Fs 


F' 


= 


»'- 


^Ei'u 




W 


= 


-Efs 


-Fi): 





Dies System von drei simultanen Gleichungen ist vollständig; denn 
sie sind unabhängig voneinander, und ihre Anzahl stimmt mit der 
Zahl der Freiheitsgrade des Kreisels überein, Sie bestimmen die 
Bewegung zusammen mit gegebener Anfangslage und Anfangsge- 
schwindigkeit eindeutig ; denn es sind , weil wir die darin vor- 
kommenden Impalsgrössen E, F, N nach (42, 41, 40b) durch die 
Euler'achen Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten und durch die 
Trägheitskonstanten des Kreisels ausdrücken können , drei simul- 
tane Differentialgleichungen 2. Ordnung für 9, <!f, cp. 

Andere Gleichungssysteme, welche wir für den folgenden Ge- 
branch noch aufstellen müssen , sind daher entweder nur andere 
Gestalten von (48) oder (teilweise oder ganz) durch deren Inte- 
grale ersetzt. Die Elimination von E aus der 2. und 3. Gleichung 
von (48) liefert sogleich ein erstes Integral: 

Nu + Fs = const (44) = n. 

Die 1. und 3. Gl. (48) zusammen mit (49) sind identisch mit 
Lagrange's Gleichungen der zweiten Form, in dem speziellen Pro- 
blem angewandt auf die Koordinaten ö, i}., <p; denn E, n, N sind 
die entsprechend zugehörigen Impulakoordinaten. 

Mit Hilfe von (49) F aus der 1. und 3. Gl. (48j entfernt: 
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sE' =^ '•/{nu-N) + Fö'' 
sN' = E'J^'s'~-{n~uN)^'. 

Hierin werde die Impulskomponente m eingeführt, (44) m = - — , 

wodurch wir die erheblich einfacheren G-leichutigen : 

i E' = Ps — 'b'm ,-j^. 

I j»' — EY 

gewinnen, welche zusammen mit (44) ein vollständiges System dar- 
stellen. 

(50) aber auch direkt durch Beziehung des Impulssatzes (46 ab) 
auf das Koordinatensystem V'KV (p. 24), Komponenten von S 
nach OV: m, OK: E, OV: n; von ® bez.: •if',0,0; von S wieder 
bez. : Ps, 0, 0, Ausser den ttl. (50) kommt dann noch n' = 0, also 
übereinstimmend mit (49). 

Mit Rücksicht auf die Entwicklungen des nächsten Abschnittes 
wollen wir den positiven Unterschied zwischen B und A in Bruch- 
teilen von A ausdrücken und e nennen, also: 

B-A == zA oder B = A{i-{-s) oder s = ^~^ ■ 

£ ist eine unbenannte, absolute Zahl und möge die äquatoriale El- 
liptizität der Massen Verteilung des Kreisels oder kurz seine Ellip- 
tizität* heiasen. Für die folgenden Rechnungen ist es bequem, 
alle Trägheits-, Impuls- und Kraftgrössen auf A als Einheit zu 
beziehen und demzufolge zu setzen: 

l TT ^ . <^ 1 ^ -P 

1 Konstanten : --- = c^ — = <*(, "j =^ '^o "j ^^ Pa 



Veränderliche: -3- = "T ^^ f 



A 



Anmerkung: Zur Prüfung der Formeln hinsichtlich der 
Dimensionen merke man sich , daas durch diese Festsetzung die 
Trägheitskonstanten unbenannt werden, die Impulse den Charakter 
von Winkelgeschwindigkeiten, die Drehkräfte den Charakter von 
Winkelbe schleunigungen bekommen. Symbolisch : 

[Impuls] = r', [Drehkraft] = T*. 
Mit den neuen Bezeichnungen (52) lauten: 



*KSUIp. 600. e = der nuraerisclien Exceatrizität der äiniatorialen 
Trägheitsellipse, 
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g^ (43) 11. = i(.»+A' (50) »■ =ii,s-^'S 

( (44) w = n^u + ms m' = e^, 

und die Impuligrössicn e, f werden (42. 41) : 
55 e = ü' — ■ sg sin tp f= ys + agcostp. 

Dynamische Die folgenden drei dynamiaclien Eigenschaften , von welchen 

scbaften'^'der ^^^ beiden ersten auch dem allgemeinen Kreisel zukommen, führen 
Bewegung, ebenfalls zu einem vollständigen System von Differentialglei- 
chungen, von denen aber zwei hinsichtlich der ö, ^b, 9 von der 
ersten Ordnung sind und nur die dritte von der zweiten. Die 
ersten beiden müssen also zwei erste Integralgleichungen sein und 
2 von den 6 willkürlichen Konstanten besitzen , welche die voll- 
ständig integrierten Eewegungsgleicbungen des Problems enthalten. 

1. Satz. Der Endpunkt des Tmpulsvektors verharrt während 
der Bewegung in derselben Horizontalebene. (KS II p. 375). 

Denn nach (45 b) ist die Ä.enderungsgeschvrindigkeit des Impuls- 
vektors wie der Kraftvektor S? beständig horizontal gerichtet, 
welches mit der Behauptung identisch ist. Mithin ist die senk- 
rechte Projektion von 3 auf die Vertikale konstant, nämlich gleich 
der Höhe der den Vektor der Aenderungsgesch windigkeit enthal- 
tenden Horizontalebene über dem Stützpunkt. Die Konstante ist 
gleich n (Fig. 3 und Nr. 49). 

Da n die zu -^ gehörende Impnlskoordinate ist, so ist iJj cy- 
klischß Koordinate des Kreisels , und weil 'l' ^'^ einzige ist , so 
gehört der asymmetrische Kreisel zu den monocykiischen Systemen 
der Mechanik. Diese Eigentümlichkeit hat zwei wichtige Umstände 
zur Folge : 

1) Die Koordinate ^ kann überhaupt ignoriert* werden; 

2) es existiert eine sogenannte stationäre Bewegung. 

5. Safe. Die Gresamtenergie des Kreisels ist während der Be- 
wegung konstant. 

Nach den Voraussetzungen des Problems ist der Kreisel ein 
abgeschlossenes (d. h. ohne Bedingungsgleichungen, welche die Zeit 
explicite enthalten) und konservatives System, womit diejenigen 
Merkmale vorhanden sind, unter welchen das Prinzip der Er- 
haltung der Energie gilt. Die konstante Gresamtenergie sei /* 
{hjA = \). 

n und h sind die beiden angekündigten willkürlichen Inte- 
grationskonstanten. 

* Thomson & Tait, Treatise 011 Natural Pbilosophy I (1903) Art. 319, von 
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3. Sat/s. Die Aenderungsgescb windigkeit der axialen Impula- 
komponente ist von der Schwere unabhängig und gleich dem 
Flächeninhalt des aus der äquatorialen Impuls- und Drehkompo- 
nente gebildeten Parallelogramms, ausgedrückt in den Massen dieser 
Vektoren. Der Winkel zwischen beiden ist immer von der Impuls- 
komponente aus zu rechnen und sein Vorzeichen bestimmt das 
Vorzeichen des riächeninhalta. 

Wir brauchen nur den Impulssatz (46 a} auf das aus den H-A 
des Kreisels gebildete Koordinatensystem {XYZ) anzuwenden und 
bei der Zerlegung die Komponente des Impulsvektors nach der 
F-A zu betrachten, um die Behauptung einauschen. Denn erstens 
stellt die Knotenlinie zur F-A immer senkrecht, und deshalb hat 
der Drehvektor der Schwere keine Komponente nach dieser Achse, 
zweitens ist der fernere Inhalt der Behauptung nichts weiter als 
eine geometrische Interpretation des für die Aenderungsgeschwin- 
digkeit der axialen Impulskomponente hergestellten Aasdruckes. 

Aus diesen 3 Sätzen können die drei Differentialgleichungen 
der Bewegung leicht konstruiert werden. Kinetische Energie T = 
halbes Skalarprodukt aus Impuls- und ürehvektor (KS I p. 96) 
= l^.m, potentielle Energie ü = Ff, 2. Satz: T+Ü=h. Für 
den 3. Satz: (46b) C, = N, J, = L, J, = 31, m, = p, -u^ = q. 
Die 3 Gl. erhalten zunächst die Form; 

iNu + Fs = n 
|(Zp + ilf54-j\V)-FpM = h (III) 56 

ii/' = Lq_-Mp. 
Bemerkung. Die erste dieser Gleichungen ist identisch 
mit (43, 49), die letzte nach (40 a, 42) mit der dritten des GI- 
Systems (48). "Wenn wir für i, ilf, N die "Werte (41) in p,q,r 
substituieren , wird sie Cr' ^ ( J. — B)pq , also die dritte Euler- 57 
sehe Gleichung. 

Zum Zwecke einiger Umformungen der Gl. (56) setzen wir noch : 

11^ — uw = g = g (w, tu) e' cos 2 tp = -('. 
Dann folgt aus der ersten Gl. (56) : fs = <j; aus (55, 40 b) : 59 
fs= ^■s\l + e + i)^u'-i, f. 

Femer : 
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aus äer 2. Gl. (56) : 

iy + Mj = 2*-2P«-^ = A\2h,-2p,u-a,w'\ 

zur Abkürzung = Ak' ; fe reell , weil Lp + Mq = ^y + Bg' J^ 0. 
Es ist also 

f s *■(«,«)) = 2/1,-2)). ii-o,io'>0. 
Andererseits: i^^+Jl/g = J?8' + Fij-'s, folglich 

(/^J + Mg)-^ = -esi*'+/s<>V (59, 61) 

= «"(l + .'-r) + l,V(s + ..',) (60) 
^ «"(1 + .)+,,■ 
l + «' + V' 
Durch Vergleich kommt die bemerkenswerte Gleichung; 

«"(l + .) + j7- = l- «■(! + . ■ + ■,'). 
Die dritte Gl, (56) wird geschrieben : (ö7) 
it' + E^2 ^= '^■ 

(60, 63, 64) sind die neuen Jormen des Clleichnngstripels (56). 

Für den symmetrischen Kreisel, a = 0, ergeben: (64) w = 
const.; (63) m" =^ k^s^ — g", nach der Bedeutung von g, k (58, 62), 

!ne blosse 

ine blosse 



wegen s* = 1— m* und der XJnveränderliehkeit von 
Funktion von u; (60) 4"' = ^ ^'^^ denselben Gründen ei 



Funktion von u. Wir kehren damit, abgesehen von der im Augen- 
blick unberücksichtigten Koordinate f, nach Restitntion der ur- 
sprünglichen Bezeichnungen zn denjenigen Quadraturformeln des 
symmetrischen Kreisels zurück, vrelche z, B. in KS II p. 223 (8) 
aufgestellt und seit Lagrange allgemein bekannt sind. 
Geometrieclie ^^ ist bekannt, dass zvrischen den Richtungen des Impuls- und 
Herleitung Drehvektors ein durch die Massenverteüung des bewegten Körpers 
besonderen allein bestimmter, geometrischer Zusammenhang besteht, der sich 
Bewegungs- so ausdrücken lässt : 

Der Impulsvektor steht senkrecht zu derjenigen Ebene, welche 
dem Drehvektor hinsichtlich des mit dem Körper fest verbundenen 
T-E konjugiert ist*. 

Die beiden Vektoren fallen dauernd zusammen, wenn sie beim 

*KS 1 p. 102. 
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Beginn der Bewegung in einer der drei H-A des Ellipsoids lagen 
und der Kraftvektor der Schwere ihre Richtung nicht ändert, f. 
in derselben H-A liegt oder dauernd ist. Demzufolge : 

1, S nnd SB liegen in der C-Achse. K immer senkrecht zu 
dieser, also notwendig S = 0, f. (47) = 0, d. h. die 'F-A muss 
kerzengerade stehen. 3, 33 = const, 3 = du, S = «> ; m = arb.* 
Diese Bewegung ist eine perjnanente Hotation um die vertUcal ge- 
stellte F'A. 

2. S und SB liegen zusammen in der A- oder j?- Achse, St 
liegt in ihrer Hanptebene, muss also bez. mit der A- oder U-Achse 
koincidieren, f. liegen S und SB auch in der Knotenlinie. Die Be- 
wegung des Kreisels besteht in einer Drehung um die Knoten- 
linie, und diese bleibt an Ort und Stelle. <)) = const, » =: 0" 
resp. 90". 3 = A^ resp. Bb'. Impulssatz (45b) ^' = ^: 

Aü" = Fs resp. Bb" = Fs. i 

Der Kreisel schwingt in heiden Fällen tvie ein ebenes Pendel. 

Man vergegenwärtige sich z. B. das Modell des Maxwell'schen 
Kreisels im Zustande des Typus I , stelle ihn derart , dass die 
Achsenlinie des herausgerückten Sehraubenpaares zur Median- 
ebene des Bügels (')' =^ 0) senkrecht steht, oder in ihr liegt, neige 
die F-Ä in derselben Kbene und gebe, wenn man will, dem Kreisel 
einen (Dreh-)Stoss, dessen Vektor in die Knotenlinie fällt, um die 
beiden möglichen Pendelbewegungen anschaulich vor sich zu haben. 
Es giebt nun aber noch Fälle von Bewegungen, bei welchen 
Impuls- und Drehvektor ohne zus am menzuf allen dauernd in der- 
selben Ebene verbleiben, 

3. Diese Bewegungen bestehen in der permanenten Ro- 
tation um eine von der E-A im allgemeinen verschie- 
dene, vertikale Achse. Die Ebene , welche 3 und SB 
dauernd enthält, muss nach dem vorausgeschickten geometrischen 
Satze eine der Hauptebenen durch die C-Achse, also entweder die 
CA- oder CB - Ebene und wegen der permanenten Rotation zu- 
gleich die Ebene durch die Vertikale und F-A sein. Deshalb ist 
auch die .4B-Ebene ausgeschlossen. Die Knotenlinie fällt beständig 
mit der B- resp. A-A.cbs% zusammen, tp = 90° resp. 0"; die kon- 
stante ^-Geschwindigkeit um die Vertikale sei <!f' = v. In diesem 
besonderen Falle können wir unbedenklich von einer kinetischen 
Interpretation des kinematisch eingeführten Vektors S (46 a), 
welche umgekehrt Poiksot zu dem Impulssatze (46 a) geführt hat, 

* Abkürzung für C|uantitas arbitraiia. 
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vorteilhaften Gebrauch machen*. Indem wir das Koordinaten- 
system, auf welches wir die Aenderungsgeachwindigkeiten des 
Impals Vektors beziehen, mit dem Kreisel fest verbinden, spreclien 
wir mit KS E als den Vektor der eentrifugalen Drehkraft an. 
Da der Impulsvektor hier keine Komponente nach der Knoten- 
linie entsendet, überhaupt S' ^ ist, S und K in der Knotenlinie 
selbst liegen, so gilt vermöge (46 a) der Satz : 

Findet eine permanente Rotation um die Vertikale statt , so 
müssen sich der Kraftvektor und der Centrifugalvektor auf der 
Knoteniinie beständig das Gleichgewicht hjilten. 

In Zeichen: S+SE = 0, Die konstante Neigung der F-A 
gegen die Vertikale betrage '-i^, dementsprechend sind s„, !(„ die 
Werte von s, ii. Das Koordinatensystem FKK' ist fest im Kreisel ; 
die Geschwindigkeitskomponente nach OK' und OF sind vs,, resp. 
V»,, die Impulskomponenten Avs^, resp. Cvm„ im Falle <p =: 90", JJvs„ 
resp. CvM„ im Falle <p = 0° (also nur B mit Ä vertauscht). Jenen 
vorausgesetzt, wird offenbar 

6 = ^vs„.vM„-CvM„.vs, = y's,u^{A-C), 
f. wegen t = - © : 

i Ps„ = v's„M„(C-yl) und durch A\B der andere Fall: 
* i Ps, = v's„M„(6'-_B). 

s^, = oder ö,, =: befriedigt beide ßleichiingen identisch, v = arb. 
Dies ist der 1. Fall der permanenten Rotation um die F-A. Da- 
gegen für von verschiedene it^, Division der Gl. (66 a) mit s^ 
erlaubt : 

66b <P - 90-, V- = j-,j^; , = 0-, .■ = (^-. 

Die ^-Geschwindigkeit um die Vertikale ist also durch die Nei- 
gung der F-A gegen die permanente Drehachse und durch die 
Hassenverteilung doppelwcrtig (±) bestimmt. 

Der Kreisel vethaU t>ich in beiden Fällen tvie ein konisches Pendel. 

Die Bewegung kann eingeleitet werden durch einen „Eigen- 
impuls" (Drehbtoss, dessen Vektor in die F-A fällt) von der Grösse 
C?vM„ und duiuh euien , seitlichen Anstoss" (Vektor in der üich- 
tung OK') dei F A von der Grösse Ävs^ oder Bvs^, je nachdem 
(p =; 90" oder tp =; 0" ist, bei gegebener Anfangsneigung Oj, der 
F-A gegen die Vertikale. Die Äequatorebene zerlegt die beiden 
Hauptebenen des Kreisels, welche allein die möglichen permanenten 



* Kritik der Poiasot'scheE Ketraditmig bei KS I p. Ii5, 
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Drehachsen enthalten , je in obere und untere Halbebene ; immer 
nur eine von beiden kann alle zulässigen Drehachsen enthalten, 

P P 

welche, hängt vom Vorzeichen der Grösse j,— . ■ resp. ^_ ,. ab. 

Bemerkungen. 1. Die eben erörterte Bev?egung gehört 
zu den von Herrn Staude betrachteten Rotationen des allgemeinen 
Kreisels um permanente Drehachsen*. In der That entartet der 
Kegel 2. Grades, welcher der geometrische Ort aller möglichen 
permanenten Uotationsachsen im Körper ist, beim Typus I in die 
beiden Hauptebenen durch die F-A. Uebrigens besteht beim Typus 
II der Stande'sche Kegel ebenfalls aus zwei senkrecht gekreuzten 
Ebenen, der Äequatorebene und der Ebene durch die C- and S-Ä. 
2. Die betrachtete Bewegungsform entspringt aus einer Eigen- 
schaft Etiler cyklischen Systeme; denn sie ist die zur cyklischen 
Koordinate '}' zugehörige, bereits angekündigte, stationäre** Be- 
wegung. Davon handelt aügemein Routb II, Art. 98 : To find a 
steady motion. 

Wir müssen diese drei Bewegungsarten als partikuläre Lo- Analytisclie 
sungen der Differentialgleichungen wiederfinden, und zwar auf fol- ^^^„^1^^^ 
gende Weise. Es zeigt sieh , dass m = const. eine ihnen gemein- Bewegungs- 
same Eigenschaft ist. Wir wollen beweisen, dass sie jenen Be- ioi™en. 
wegungen von allen überhaupt möglichen Bewegungsformen des 
Typus I allein eigentümlich it>t, d h wii behaupten: 

Verharrt während de* Beiieguuo der ImpulsveUor dauernd in ein 
und derselben Ehene, welche durch die Knotenliwte hindurchgeht und 
gegen die Vertikale eine uncetandeiltcke Neigung besitzt, so kann die 
Bewegung nur von folgender Ätt sein 

1) Eine perinanente Rotation um die vertikal gestellte F-A, 

2) Eine ebene Pendelbewegung um die A- oder B-Achse, 

3) Eine konische Pendellewegung mii eine in der CA- oder CB- 
JSauptebene des Kreisels gelegene Vertikalachse. 

Damit ist gleichzeitig ein Prinzip der Einordnung dieser par- 
tikulären Bewegungsformen in die allgemeinen gegeben, 

Beweis (analytisch). Bedeutet a (s. Eig. 3) die Neigung dieser 
Ebene gegen die Vertikale , so ist tg a ^^^ mjn , i. m = const, 
m' = 0. m|w„. 2. Gl. (50) E'Y = 0. Entweder verschwindet 
E oder »{i. 
Sei A) E = 0. Dann wird die 1. Gl (50) {E' = 0): Ps = mf 67 

*KS II p. 378 und 38G/390. — CreUe'B Journal Bd. US (1894). 
**Von Hertz werden derartige Bewegungen isocyklisclio genannt. — Prin. 
zipien der Mechanik, Ges. Werke III p. 240 Kr. 560. 
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68 m und (61) ii'{l + E)+/?T ^ 0, Daraus folgt (60): ,^' s' =. lÜg_jl 

iJO und ebenso (63): g^ß + z' -•(') = '''«'(l + s). (ö9, 70) miteinander 
multipliziert (die Möglichkeit g = wird nachher von selbst be- 
rücksichtigt) ; 



■VO 






Es ist aber (54) w = n„u + m„s jetzt nur Funktion von 0, mithin 
auch g und ^, d. h. (71 a) die Gleichung 

ist eine solche allein für Ü. Wir können daraus nur achlicssen, dass 
(a) i> = eonst; f. w' — und dann (68): gy t-= 0. Dies wieder 
nur möglich, wenn g oder •/ verschwindet, g =^ führt (69, 67) zu 
i[)' :^ und zugleich zu s = 0. Schon wenn &, ij; = const, d. h. die 
F-A an derselben Stelle bliebe, wäre dies nicht anders möglich als 
bei vertikaler Stellung ö = 0. Ferner wj = «„ ; da aber N =^ Cr 
= Cf', so ist IV =r c„ ^' = w„, tp' = const, doch weil m, beliebig, 
ip' = arb. Also ist im Falle g = nur (1) die gldchförmige Dre- 
hung um die vertikale F-A möglich. 

Y = 0. Entweder e' oder sin 2 <p = 0. Jenes bedeutet e = 
oder den symmetrischen Kreisel. Weil ausserdem & = const. =^ 8„ 

(m = «^, s := s„), wird (69) ij;' — -^ ;^ const = V, demgemäss (67) : 

■73 a -P'S = "'''■ 

N = C (jf' + '3^' ti) = const, denn w = n^u^ + m^s^ ^ const; f. f' ^ 

const = [t. Mit !)■, |', tp' = const und der Gl. (72 a) ist aber 

diese Partikularbewegung als reguläre Präsession des symmetrischen 

Kreisels gekennzeichnet. Wir mögen in (72 a) m und v durch n, N, &„ 

j .. 1 N—nu, g n—tt^N , i r 

ausdrucken : m = 'i-, v = -^ = — j-| — , oder m durch 

S(, s„ Asl 

Od, |i, V und A, C: m = s \C\i + {C— ji)vM(,j, um resp. die Relationen 

zu erhalten: 

i (N-u,n)(n~u,N) = APs^ (Gl. in den Imp.-Koord. JV, n) 
^^^ i ^s,\C^>. + {C-A)m,\ = Ps, (Gl. in den Geschw.-Koord. (x, v), 

welche für die reguläre Präzession charakteristisch sind (vgl. 
KSIp.l77Nr.3i II p. 279 Nr. 1). Nun betrachten wir sin29 = 
oder (p = 1 f. "/ = ± s', 9' = und wieder (69) ({)' = const = 
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V = ifl±iL_!l und weil fs = a (59), kommt /' = --'iitiL 

Am bequemsten die erste Gl. (48) zu benutzen, welche jetzt nach- 
einander wird : = Ftu^ — JVvSq + 1\ ; wegen F = Af (52) 

^ = CvM„, (73): = Av'S(,w,y-^J-^-^-Cv=s„M„+Ps„, oder 

■<i's,.u^\C — A^ r- — r\ = Ps.. Wenn hier die beiden Werte von 

H 1+s'--;'/ 

■{ substituiert werden , so ergiebt sich nach der Bedeutung von 

.(61): 

''^ s.uA „ ,1 = Fs., ie nachdem -i' = ± s'. 
" "\C-A\ "' ■* 

Die beiden Gl. (74) sind aber offenbar identisch mit (66b), (2) 
sie charakterisieren also die beiden konischen Pendelbewegungen des 
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(b) 8 =^ V a r ; dann müssen aber (71 b) i\, m^ zugleich ver- 
schwinden. m„ mit E ^= 0: Der Impulsvektor steht lotrecht und 
hat die konstante Grösse m^. i»o =^ : Der Kreisel muss kräfte- 
frei sein, d. h. wir erhalten hier die sog. Foinsot- Bewegung. Mit 
der Anwendung dieser Bedingungen gelangen wir nach einer 
leichten Umformung unserer Gleichung, z. B, für it in der That 
zu einer der bekannten Quadraturformein in der Theorie. 

Da to = w„tf + )«„s = ti^ti schon durch u ausgedrückt ist, nach 75 
(68) p7 = ~u'(l + s), so ist mit Hilfe der letzten Gleichung nur 

(p (in ■(') ans (63) zu entfernen. Am einfachsten so: u' = — -q^— 

in (63) eingesetzt, darauf die entstandenen Gl. mit l + sf -\- -;' divi- 
diert : 

ff{l + z--f, = k^s\l + ^) oder f/{^'^-i') ==J''s'0■ + ^)-9'■ 
(Q3) anders geschrieben: h^s'^{s' + Y) =^ u"'{l-\-£j-}-g^ — k''s''. Die 
beiden letzten Gleichungen miteinander multipliziert (58) : 

g^k's'f = \u"{l + s) + 9^-k's'\ \k's'(i+^)-g'] 

= u'^l + ^yk's'~u''g^{l + £) + (g^~k's') \k' s' {1 + a) - g^\ . 

Weil (76) M"(l-h£)' = g^f, hebt sich das linke Glied gegen das 
erste der rechten Seite weg, und wir bekommen : 

Diese Diff.-GI. lässt sich auf eine Quadratur bringen ; denn (58, 75) 
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(, = n„s' = njl-ti'), (62) l' = 2ft„~fl„«*n', f. u" = Funktion 
von u allein. 

Nach Wiederherstellung der ursprünglichen Bezeichnungen his 
auf 2 h , welches hier durch if, und n , welches durch J ersetzt 
werde : 

* j , _ Aff- J' _C , _ ^-'^1 JL 

V. KS 11 p. 456, Routh 11 Art. 177. 

: J SlcC '^ ^^^ ^ ^' ■^^'^ ^'^' ^^" 
Es iat auffallend, dass in den Lehrbüchern, welche von der Poinsot - Bewe- 
gung handeln, eine merkft'ürdige geometrische Eigenschaft derselben unerwähnt 
bleibt, welche der hlosEo Anbück der Gl, (76) schon lehrt. (76) v,' = — -r ^- 
J Ä—B , -, , . 

des hraftefieitn sjmme tuschen liieisols') u == hudtt in dpn GienzlnPiseu 
statt zwischen welchen die Kieiselspitze aut und niederschwankt damit aber 
A^ S \erachwindet gleichaeitig 8in2f(i oder et nimmt if wenn u eine Gieaze 
erreicht immer einen der Werte Tr/2 oder Vielfache von 3r/2 an Wenn wu 
uns den Impuls\ektoi veitikal gestellt denken mit anderen Worten So oft die 
KTe%setipU,i,e m dei PoMtsot Bewegung mu hoeMte odet it^bte Lage passtert, stellt 
steh der Rieisellmper hinsichthth dei Ebene duith terttMe tmd C-ichse symme 
irisch ein d h so das? enttteüer die i ola die B ichse m diese Ebene emtntt 
(Entsprechende Satze durch cykli&che 'V ertausthung von ABC) Die besondeie 
Art in welcher dies g^uhieht können wii rast aas den Gleiihnngen 



f i ^= Liist Regulin Piazession 
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erschliessen, von denen die beiden eraten, das ist bemerkenswert, einen von der 
Zeit unabhängigen Zusammenhang zwischen tf und ö vorstellen. ^ > £ > C vor- 
ausgesetzt, folgt HA > J'>- HC. Zwei wesentlich verschiedene Klassen von Be- 
wegungen, je nachdem J" J BB. 1) J' ■< BH, « / J!" («i > ^Di t' ^^^ beständig 
dasselbe Vorzeichen: f geht successive durch die Werte 0, 7v/2, it, 3it/2, 2n etc. 
hindurch, wenn a darch %, u„ Mj etc. hindurchgeht. Der Kreisel dreht sich 
gegen die Knotenlinie immer um einen rechten Winkel, wenn die Spitze von der 
höchsten in die tiefste Lage und umgekelirt geht. 2) J^'>'£H, « / _ „' M -^ "^t 
«I ■< 0), ^' wechselt für M = (8- = 90") sein Vorüeichen, an den Grenalagen immer 
[p r= flo", in der horizontalen Lage der C-Achse immer f ^ fu, wo (f„ aus cos'tpo 
=^ ' — — ul zu berechnen. Wenn die Kreis eis jiitze einen der beiden gleich- 
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weit von der Horizoiitaleliene abstehende Grenzkreise passiert stellt sich immer 
nur die ^-Achse in die VC-Eljene ein f schwankt anischen 90 und f zweimal 
während m von ■ — «, nach + m geht Ouihtativ miissen si h die el en aus den 
analytischen Formeln gefolgerten Eigens l haften auch lua einer genauen Betni-h 
tung des kinematischen Bildes vonPoiisot (4hi ollen de'! TE auf einer iiiTanaUen 
Ebene) ergeben. 

Damit sind alle Möglichkeiten, welche aus ^ = folgen, er- 
Sei B) <Sf' = 0. Es folgt nicht ohne "Weitläufigkeiten 

: 0. Dies ist bewiesen, wenn wie eine Bestimmungagleichung 
für (p hergeleitet haben, welche ausser tp nur Konstanten enthält. 
(40b) p = ö'cos ?, 3 ^ 9' sincfi, r = tp'. Deshalb: W = Ct- = 
Ctp' oder w = c„cp'. (64) w' = — ^.pq — i}'"-;. (54) «) = k„m + »s„s, 1 
f. « = «(«)). Die Gl. (81) nach t differentiiert : (m,M-»„s)d' = tv' 
oder (80) «*„« — »„s = 9'f. Grl. (81, 82) quadriert und addiert: 
«J + mJ = *ü°+7°ö" oder (80) nl + ml — iif = lo'-^. Ersetzen wir 
w durch seinen Wert (79), so lässt die entstandene DifP.-Gl. 2. Ord- 
nung für tp; 

Wq + TOo — c'tp" = s' Co sin 2 (p tp" 

ein erstes Integral zu von der Form: 

nl + ml — iv' = ccosf^ , 

wo c die willkürliche Konstante bedeutet, (83) verifiziert man 
leicht durch logarithmische Differentiation. 

Weil $' ^= 0, wird (60) g = u' -{. Dieser Wert von g werde in 
(63) eingeführt und ergiebt: (l+s'--(')M"=fcV oder (l+£'-v')^" = '^'- 
Wäre T = 0, so wäre unsere Behauptung nicht erst zu beweisen, 
also -( ^ angenommen. Die letzte Gl. mit -f^ multipliziert und (80) 
berücksichtigt: (1 + £' — -(') mj'y = 'c'^",'' oder weil w'y = w^ + )w| — «y^ 

(i+£'-r')K+'"o-^f°) = i^f- 

An (83) und (84) knüpfen wir unsere letzten Schlüsse, k" = ?i'(u, w) 
(62), wegen (81) k'' ~ F(iü). Aus (83) folgt aber w = w{f); diese 
Lösung setzen wir in Gl. (85) ein und finden eine fcranscendente 
Bestimmongsgleichung für 9 , d, h. (p = const, f. (79) to, w' = 0. 
Die GL wJ-i-Mi^ — Mi^ = w'-^ schrumpft auf nl + ml = zusammen, 
also Wo und m^ = 0. (84) "[ = 0. Demnach Widerspruch mit der 
Annahme ; es ist von vornherein 7 =^ 0, und dann folgt wie eben 
»0, m„ = 0. 

Wenn wir s = ausschliessen , ist sin2(p = 0, <p = 
(62) k' = 2h,-p,ii, f. (84): 
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'U,~p,u); 



^ W. 



= +s\Au" = s\2h-Fu) 
= -&',Bu" = s\2h-Pu). 



(3) Dies sind die Gleichungen der beiden ehenen Fendelbetvegungen des 
Kreisels and identisch mit den ersten Integralen der beiden Diffe- 
rentialgleichungen (65). 

Betrachten wir aber der Vollständigkeit wegen s = ü , so 
folgt aus (80) iv' = 0, w = const, aus g = m'y n„~uw = 0. 
Damit u ^ var, müssen «„ und lo zugleich verschwinden, damit 
auch (p', i. e. f ^ const. (p hat einen willkürlich festen Wert, wie 
es bei den ebenen Pendelbewegnngen des symmetrischen Kreisels 
thatsächlich der Pall ist. 

Das Ergebnis dieses Beweises vergegenwärtigen wir uns in 
einer Tabelle. 







m = 


const 




3 = const 


!l = 


Permanente Rotation am die ver- 
tikale y-A (1) 


^ = 


T-0 


sin 2 tp = 0. Konische Pendelbe- 
wegung (2). (s == 0. Reguläre Prä- 




8 = var 


p, = 


(Poinsot-Bewegnng) 


i^' = 


(? = const 


T = 


sin2(p = 0. Ebene Pendelbewe- 
gnng (3). (e = ü. Ebene Pendel- 
bewegung). 
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III. 

Ängeüäherte Darstelltmg der Bewegtiiig 
bei geringer Elliptizität. Naclibarltewegungeii zur Präzession. 

Es werde in den Untersuchimgen dieses Abschnittes beständig 
£ als eine kleine Grösse vorausgesetzt. Diese Beschränkung ist in 
doppelter Hinsicht wichtig: Erstens setzt sie uns in den Stand, 
endKche Gleichungen der Bewegung ans den Bifferentialgleichungen 
herzuleiten und damit die tbeoretiachen Kenntnis des allgemeinen 
Kreisels* wenngleich nnr um ein geringes Stück zu vermehren; 
zweitens liefert sie einen Beitrag zur Fehlerthorie des symme- 
trischen Kreisels und damit wenigstens einen Teil der Grundlagen 
feinerer Versuche mit einem Modell. In der That bilden unter 
aUen wirklich vorhandenen Kreiseln die symmetrischen Ausnahme- 
fälle ; selbst die redlichste Absicht des geschicktesten Mechanikers 
wird es nicht erreichen, einen Kreiselkörper herzustellen, dessen 
äquatoriale Trägheitsmomente genau übereinstimmen, tind dessen 
Schwerpunkt genau auf der ausgezeichneten H-A liegt ; wir können 
sogar mit einer von 1 unendlich wenig unterschiedenen Wahr- 
scheinlichkeit wetten , dass ein uns beliebig präsentierter Kreisel 
asymmetrisch sei. Praktisch werden, besonders durch die unvoll- 
kommene Homogenität des Materials, auch stärkere Abweichungen 
von der Symmetrie ziemlich wahrscheinlich sein, und die durch 
jede Asymmetrie notwendige Abweichung von der Bewegung des 
symmetrischen Kreisels wird einer hinreichend genauen Beobach- 
tungaweise bemerkbar werden. Dadurch nehmen wir zugleich und 
zunächst ein Prinzip an, welches wir als das wahrscheinliche Er- 
gebnis unserer physikalischen Erfahrung betrachten , und ans 
welcher wir die Berechtigung aller folgenden Vernachlässigungen 
schöpfen. Dieses Prinzip lautet : Die Lagekoordinaten des asym- 
metrischen Kreisels unterscheiden sich, wenigstens für einen be- 
schränkten Zeitraum, von denen des symmetrischen Kreisels um 
so weniger, je weniger der asymmetrische vom symmetrischen ab- 
weicht. Damit wird nicht behauptet, dass der Charakter der Be- 
wegung, z.B. die Gestalt der Bahnkurve, welche die Kreiselspitze 
beschreibt, dem des symmetrischen Kreisels um so ähnlicher 



bemerlrang. 



*Vgl. das ideale Programm, welches von KS zur Behandlung des allgc- 
meiqen Eieisels vorgeschlagen ist: U p. S76 und 390. 
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werden müsse, je mehr der asymmetrisclie Kreisel sicli diesem 
nähere. Bie Asymmetrie nach Art des Typus I können wir als 
eine besondere Fehlerquelle der abweichenden Bewegung auffassen. 
Die Offenbar liefert ims jeder bilateral gebaute Körper (d. h. ein 

methode^" Körper, der eine zweizählige Symmetrieachse besitzt) ein Beispiel 
für den Kreisel vom Typus I. Wir applizieren z, B. dem Sebwung- 
ring eines symmetrischen Kreisels an diametral gegenüberliegenden 
Punkten zwei gleiche Knöpfe. Diese beiden Knöpfe bilden sowohl 
für sich, dank der starren Verhindnng, welche der symmetrische 
Kreisel vermittelt, als auch mit ihrem Träger einen Kreisel vom 
Typus I. Wir sagen, der Knopfkreisel sei mit dem symmetrischen 
gekoppelt. Die Bewegung des ganzen Kreisels ist eine durch den 
Einfliiss der Koppelung gestörte Bewegung des symmetrischen 
Bestandteils. Den hierbei sich abspielenden kinetischen Prozess 
denken wir uns in eine unendliche Keihe von Wechselwirkungen 
zwischen dem symmetrischen nnd dem Zusatzkreisel zerlegt. Die 
überwiegende träge IVTasse des symmetrischen Teils strebt im 
ersten Augenblick, die beiden Knöpfe in ihrer Bewegung mitzu- 
reissen , diese wirken durch ihre eigene Trägheit im folgenden 
Augenblick auf den symmetrischen Kreisel zurück, als wenn sie 
seine ungestörte Bewegung wirklich ausführten , und modifizieren 
diese Bewegung des ersten Augenblicks ; mit der modifizierten 
Bewegung aber wiederholt sich das Spiel u. s. f. In der ersten 
Annäherung betrachten wir die wirklich stattfindende Bewegung 
als den Effekt der ersten Rückwirkung der Knöpfe , indem wir 
alle folgenden gegen diese vernachlässigen. 

Aus diesem Bilde ergiebt sich das folgende Nähcriingsverfahren. 
Wir ersetzen in den Differentialgleichangen die mit e multipli- 
zierten Grössen durch die korrespondierenden desjenigen symme- 
trischen Kreisels , welcher für 2 = denselben Grleichungen ge- 
horcht. Ich will ihn, nur der Kürze wegen, Mutterkreisel nennen. 
Da wir eine bestimmte Bewegung des Kreisels dauernd zu ein 
und derselben bestimmten , ihr wenigstens für einen bescliränkten 
Zeitraum „benachbarten" Bewegung seines Mutterkreis el.s in Be- 
ziehung setzen wollen , so treffen wir die Bestimmung , dass der 
Anfangszustand des Mutterkreisels übereinstimme mit dem des be- 
trachteten Kreisels. Der Anfangszustand aber ist charakterisiert 
durch die Anfangslage ö„ ij*;, <f„ und die Anfangsgeschwindigkeit 
%'^'afa- ^ä ^oU fortan 9J mit \)., -^l mit v bezeichnet werden. Die 
reduzierten Bahnkurven (p. 23) beider Kreisel werden sich also im 
gemeinsamen Anffingspunkt berühren. 

Auch der Mutterkreisel soll in Hinsicht des betrachteten 
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naa durci die folgenden drei Eigenschaften gekenn- 
zeicLnet werden : 

1) Sein Sdiwerpunkt befinde sieh an dcrselhen Stelle der F-A. 
wie der des Kreisels selbst ; 

2) Die Masse beider sei gleich gross ; 

3) Von den Trägheitsmomenten heider seien die Ä einander 
gleich, und die mögen sich nm denselben Betrag unterscheiden 
wie die B, nämlich um zA. 

Aus der ersten und zweiten Eigenschaft folgt, dass das maxi- 
male Drehmoment der Schwere (P,jj„) für beide Kreisel den gleichen 
Wert hat, aus der dritten geht hervor, wie durch Verkleinerung 
von s das T-E des betrachteten Kreisels in das seines Mutter- 
kreieels übergebt. 

Man überzeugt sich leicht, dass das Maxwell'sche Instrument 
in der (p. 19) beschriebenen einfachsten Anordnung des Typus I 
die aufgezählten Eigenschaften besitzt. Sein Mutterkreiael wird, 
wie aus dem Schluss des ersten Abschnittes hervorgeht, durch die 
symmetrische Anordnung (Beisp. 2 p. 14} dargestellt. A^, C, H-T 
des Mutterkreisels, JJ, = A,. 

t TS-A = %A = miRl~R') (33, 51) 

I A^[A] + l,bmTe Ä, == [A] + l,ZmH' 

wo [A], [0] aus (11, 10, 8) hervorgehende Abkürzungen sind. Nach 
(86) haben wir unmittelbar : 

A == A^, C = a,+ U. oder (52) c„ = c, + s, 

C, 0. w ■ 1 

wenn —.- = -j- = c, gesetzt wird. 

Durch diese Bestimmungen ist jeder Bewegung des Mutter- 
kreisels eindeutig eine Bewegung des Kreisels selbst zugeordnet; 
wir erhalten durch diese Beziehung auch alle Bewegungen des- 
selben, weil der Grad der Mannigfaltigkeit beider der gleiche ist. 
Es werden aber insbesondere zu jeder reduzierten Bahnkurve des 
Mutter kr eis eis einfach unendlich viele, im allgemeinen voneinander 
verschiedene reduzierte Bahnkurven des betrachteten Kreisels ge- 
hören. Dies rührt von dem Umstand her , dass tp beim symme- 
trischen, nicht aber heim asymmetrischen Kreisel cyklisehe Koor- 
dinate ist. Die Gleichung der reduzierten Bahnkurve des ersteren 
enthält <po nicht, wohl aber die des letzteren, und dieser Para- 
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metet wird im allgemeinen die Gestalt der Kurve beeinflussen, 
was die Behauptung ist *, 
Herstellung Von den im II. Abschnitt zur Verfügung gestellten Diffe- 

^^,^.^*°'""^^"rentialgleicliungen werden wir bei der Auswahl derjenigen, welche 
dem Näherungs verfahren unterworfen werden sollen, alle mit Hilfe 
des Energieprinzips entwickelten vermeiden, weil diese in spe- 
ziellen Fällen zu überflüssigen Komplikationen der Rechnung führen. 
Wir benutzen fortan: 

l (64) e' = p^s — '!f'm für die Berechnung von S), 

j (55, 59) ■>' s" = g — ssq cos tp für die Berechnung von •!/, 

indem wir zunächst die Bewegung der F-A in der reduzirten Bahn- 
kurve zu kennen begehren. Es war 

1 (55) e = 8'— sgsintp (58) g = %~mv 

^® i (54) $ni = iv-n„u^g (64) w' = ~m- 

Wenn wir stets die entsprechenden veränderlichen Grössen des 
Mutterkreisels durch den Index a, die konstanten durch den Index 
1 auszeichnen, ergeben sich aus (88, 89) für s ^^ : 

90 ) ^^ 

welches auch zugleich die Differentialgleichungen der iingestürten 
Bewegung sind. Ausserdem 

91 i'} = conat = lo, g^ = n^ — u^to, TJ^ = m^ — u^n,. 

Die Impulskonstanten w„ in, hängen mit Bestimmungsstiicken des 
Anfangszustandes zusammen durch die Gleichungen : 
93 IV, = Ci(ji4-vi«„) n, = isl + u^w^, 

wo Mj, = cos ft,,, So = sin 9^. Ist am Anfang der Bewegung w = iv^, 
dann mögen 

93 a ("o = ic, + £Mij «„ = «,+ £«, 

; sein, wo 



931» Wj =^ [i-i-vM„ = r, Hj = MoMi,-|-s„5', cos tpo- 

*i|i,i und if„ sind beim symmetrisclien Kreisel „unwesentliche" Konstanten der 
endlichen Bewegungsgleiclmngen ; beim aGjmmetrisclien ist es nur i)!,,; <f„ dagegen 
ist wesentliche Konstante. Ich erinnere an die besonderen Bewogungsformen des 
II. Abschnitts, wo dieser Umstand schon deutlich hervortritt. 
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ffo ist der Anfangawert von g. Hiermit ist auch die Verknüpfung 
der Impulskonstanten w„, lOg mit den Bestimmungsstücken des Än- 
fangszustandes gezeigt. Die (il. (92, 93 b) werden leicht aus (41, 
40b, 52; 87, 88) gefanden. 

Wir beginnen mit der Anwendung des Näherangsverfahrens 
auf die 4. &1. (89) : 

denn p^jg gelten als bekannte Funktionen der Zeit. Damit ist der 
langsam veränderliche Parameter w bekannt. Wir kürzen ab : 

w = if„ + £W, mithin w = — / jj^g^di. 

Aus der 1. Gl. (88) ist 1)1' vermittelst der zweiten zu entfernen. 
Daher diese : 

>^'s = jf — ES^g^j cos tf, oder 7 = ~- — e—- — — i^i-. 

Dann wird (89) 

^'^' ^= "^"^T'^i wo slW, =^ ^söo'^os (pg. 

1. Gl. (89): e = y-£9^sin<?,, f. 

e' = %" — sW,, wo TF, = jg^sin tp^j'. 

Das erste Glied der rechten Seite wird durch Substitution des 
Wertes von w (94 b), indem hier wie auch künftig das □ von e 
■1 wird: 



Hier bedeuten: 

\ 9i = «■j — ww, = 9,i^) Hl =^ w, — un^ ~ Ji'(^) 

Durch (96 — 98) ergiebt sich aus der 1. strengen Gl. (88) die an- 
genäherte 

8" ^ p„s--^+eW; wo W = W. + W^-i-W,. 

W ist nur von Grössen, welche die Bewegung des Mutterkreisels 
bestimmen, abhängig; eTF stellt in erster Annäherung die störende 
Einwirkung der Asymmetrie (im Bilde des Knopfhreisels) auf die 
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Koordinate ^ in Form einer Drehkraft (53) dar. Weil aljer die 
Bewegung des Mntter kreis eis bekannt ist, kann W als gegebene 
reine Fnnktion der Zeit angesehen werden, und der Charakter 
der Gl. (100 a) ist demnach und nach (99): 

100 b 9" = F{^) + zW{t). 

Verschwindet die Störung mit s = 0, so geht (100a) von selbst 
in die 1. Gl, (90) über. 

Berücksichtigen wir jetzt, dass die gestörte Bewegung der 
ungestörten benachbart ist, so dürfen wir beide Bewegungen durch 
die Gleichungen 

101 '<} = ft^+£V] ^ = 4-^+4 'f = tp.+E?: 

einander zuordnen, wenn die Anfangsbedingungen {t = 0) für \, 
7), '^ lauten (p. 40): 

103 {%), = (^)„ = (c), = 0, v, = T,; = c; = o. 

Dadurch wird ^"(9) = F{%) + zF'{%)ri nach der Taylor'schen 
ßeihe, die mit dem 1. Gliede t] abgebrochen ist. F' =: —Q'' ge- 
setzt, kommt aus (100b), weil Ö'^ = ^^(O,): 

103 rl' + Q'ri = W. 

DifE.-Gl. für 

die Störung Indem wir F' nach (100a) wirklich ausrechnen, erhalten wir: 
der Koordi- 



nate ö. 

104 



Iffatfa 






-P«^ 



Ug ist eine doppelperiodische Funktion der Zeit, wie aus der 
Theorie des symmetrischen Kreisels bekannt ist, mithin auch ß'. 

Die Störung W ist zwar im Allgemeinen nicht streng perio- 
disch, aber eine aus periodischen Bestandteilen zusammengesetzte, 
allgemein zu reden, zwischen endlichen Grenzen oscilliecende Funk- 
tion der Zeit. 

Die DifF. - Gl. (103) gehört also zu den linearen Differential- 
gleichungen 2. Ordnung mit doppelperiodischen Koeffizienten (Lam4- 
sche Gleichung). Ihr vollständiges Integral wird aas dem der 
komplementären Gleichung 

■r|"-l-ß'T| = 

abgeleitet. Dieses sei rj — v^., Da Q' als singulare Stellen nur 
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Pole für diejenigen Werte von t besitzt, die u^ = co, ± 1 machen^ 
so ist nach einem Theorem von Pioard v|, eine elliptisclie Funktion 
zweiter Art. "Wir finden vermittelst v,, ein partikuläres Integral 
der Stammgleichung (103) in der Form: 



=/f/^'* 



wo W= W{t) 106 a 

und damit das vollständige Integral : 

1 = vj, + v 1061) 

Während aber t], hiernach nicht ohne Weitläufigkeiten gefunden 
wird, können wir wegen der besonderen Gestalt von il^ das all- 
gemeine Integral , abgesehen von einer Aasnahme , direkt formal 
bilden : 

(104) ff = -^, f. (103) ft;r;'-si;;'r, = Tfsi^. 107 

Es besteht die leicht zu verifizierende Identität : 

und nun folgt durch successive Quadraturen das allgemeine Integral 

allgemeini 
Ks bedeuten c, c' die notwendigen, zunächst willkürlichen Kon- Löeung. 
stauten, Sie sind dann durch die Anfangsbedingung (102) (v^),, 7^1= 
zu bestimmen. 

W und ö^ sind hier in (109) als Funktionen von ft^ zu deuten; 
dies ist möglich, weil t = t{^,). Nach vollendeter Integration ist 
7] = 1(9,) (damit kennt man die Abhängigkeit der gestörten Ko- 
ordinaten ö von der ungestörten 8g) , aber durch ö^ = Og [t) wird 
7( = r, (t) (damit kennt man die gestörte Koordinate & als explizite 
Funktion der Zeit (101)). Die Entwicklung von (107) bis (109) 
ist jedoch nicht statthaft, wenn dauernd %, also ancb Ü'^', ver- 
schwindet. Diesen Ausnahmefall werden und müssen wir besonders 
behandeln. Doch existieren sonst die in der allgemeinen Lösung 
(109) vorkommenden, mit ö^ multiplizierten Integrale im reellen, 
endlichen Bereich immer, auch für diejenigen Werte von ?>„ (seine 
Grenzwerte) , für welche % verschwindet , und zwar mit im All- 
gemeinen von verschiedenen Werten. Wir übergehen den leichten 
Beweis dieser Behauptung. 
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fl ist schon durch die Form (109) in zwei Summanden zerlegt. 
Der eröte (das doppelte Integral) ist eine Partikularlosung der 
Stammgleiehung (103) und werde mit tj^ abgekürzt, der zweite ist 
diejenige Lösung, für welche TF— ist, also die der komplemen- 
tären Gl. (105), und werde mit v)^ abgekürzt. Daher : 

1 -% = KJ-^SJViK 

■i\. muss wesentlich mit \, £. fj^ mit 7]^ übereinstimmen. Nehmen 
wir fi(i = ö,((), so wird vj^, = c)}^ / 7r7ä- + c'öa s vjj,(^). yj, ist eine 

wenigstens reell-periodische Funktion von t; denn sie ist aus der 
doppelperiodischen Funktion ö^ und dem Integral einer doppel- 
periodischen Funktion derselben Art zusammengesetzt. Das Integral 
/ -jrjY könnte wohl ein der Grösse t proportionales, aperiodisches 

Glied liefern , welches mit c% multipliziert eine divergierende 
Schwingung ergeben würde; aber dies ist ebenso mit der Thatsache, 
dass T,, eine elliptische Funktion 2. Art sein mues, wie unabhängig 
von der Kenntnis des Picard'schen Theorems, damit, dass 7]"/i] 
nach (103) eine doppelperiodische Funktion ist , im Widerspruch. 

Somit stellt tj^, die freie, d. h. von der Störung TF unabhän- 
gige Schwingung des Mutterkreiaels vor, mit derselben Periode, in 
welcher seine Spitze bei ungestiSrter Bewegung auf- and nieder- 
schwanken würde. Dieselbe Schwingung wurde sich mit ver- 
schwindender Amplitude einer Bewegung des symmetrischen Kreisels 
superponieren, wenn man ihm plötzlich einen verschwindend kleinen 
Drehstoss erteilte, dessen Vektor in die Knotenlinie fällt, (z. B. 
durch einen Stoss auf die Kreiselachse , dessen Richtung in der 
Ebene durch die Vertikale und F-A liegt). 

T]j, stellt die gezwungene darch die Art und Grösse der 
Störung TF bestimmte Bewegung vor. Sie ist, von Ausnahmen ab- 
gesehen , eine zusammengesetzte Schwingung innerhalb endlicher 
Grenzen. 

Nach der Berechnung von ■»] finden wir £ (101) aus (88) oder 

(95) : .y := 1^ — i5 ll, und zwar, indem wir die Einzelheiten 

der Entwicklung übergehen, für l die Di£f.-Gl. : 

f' ^ Ja-^nffa I g ."«gW-s,a ,cosya . 
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Daraus £ durch einfache Quadratur nach t. Die willkürliche Kon- 
stante wird durch (Q„ =: bestimmt. Die Anfangsbedingung 
t; = ist in (111) von selbst erfüllt: (r,), = 0, (94b) w„ = 0, 
3,0 = ™>~Mo ^2 ^ s„5„cosfp (93b). Wir können l ebenfalls in 
die Bestandteile der freien und gezwungenen Schwingung ; 



Aus (110, 112) ergiebt sich die Gleichung der reduzierten 
Bahnkurve in den laufenden Koordinaten ö, i}j (101). 
C berechnen wir aus der Grleiehung (40 b, 41): 

w^ = Cj(fp' + 'i''*') oder u' =^ a^w^ — ']''u 

und finden , indem wir die Einzelheiten der Entwicklang weg- 
lassen, für !; die Diff.~Gl. 

und vermöge derselben Zerlegung in freie und g< 
gungen, wie vorher bei S, vj : 



],dt + c" 



C=^,-|-C„ 



^M' 



^^+ 



{s^q^ cos tpo ■-jO+^(ffX_+Mj_l 



Die willkürliche Konstante c'" ist so zu bestimmen , dass der Be- 
dingung (C)o = genügt wird. Dagegen ist Ci = in der Formel 
(114) von selbst erfüllt, denn (t,)„ = 0, £; = »„ = 0. Aus (115, 101) 
ergiebt sich die Koordinate der Drehung (tp) als Funktion der Zeit. 
Allgemein gesprochen, können wir also schliesslich mit Recht 
behaupten : 

1. Die Setvegung eines Kreisels vom Typus I niU Meiner Ellip- Theorem 
tidtät besteht angenäJiert in einer susammengesetsten Schwingung um riijar^terd 
den Beiuegungsmustaitd äes Jcorrespondierenden, symmetrischen Kreisels, allgemeinen 

2. Die Elongationen dieser Schwingung sind der Grösse der 
Elliptiniiät proportional. 

3. Indem wir uns den Einftuss der Asymmetrie in der selbstän- 
digen Wirkung einer störenden Drehhraft auf die Koordmaten der 
Lage vorstellten und für die KoM-din<de ö in erster Annäherung wirk- 
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lieh herechneten, fanden wir- Dutch die StÖnmg werden die Eigen- 
schwingungen des korresponäiei enden, symmetrisclhea Kreisels angeregt, 
welche den einen Eauptbestandteü de} mu&ammengeseMen Schwingung 
bilden. Der andere Hauptbestandteil hat den Charakter einer gezwun- 
genen Schwingung*. Jene haben eine einfache Periode, diese ist das 
Aggregat von mehreren verschieden -periodischen Funktionen. 

4. Sie Bewegung ist durch den Anfangseustand vollständig und 
eindeutig bestimmt. 

Es können aber Ausnahmefälle derart eintreten, dass die Elon- 
gationen der überlagerten, gezwungenen S ihwingangen auch der 
Zeit proportional werden (säkulare Grliedcr) , d. h. in unendlich 
ferner Zeit zn unendlicher Grosse , selbst bei beliebig kleinem s, 
anwachsen würden. Diese Folgerung widerspricht völlig der Natur 
unseres mechanischen Problems, insbesondere dem Energie-Prinzip ; 
die Ausnahmefälle zeigen also mit Sicherheit an, dass die sie dar- 
stellenden Gleichungen auch zeitlich beschränkte Genauigkeit be- 
sitzen. Der Grund dafür Hegt in der Art des Näherungsver- 
fahrens. Die Anschauungsweise einer unendlichen Reihe von 
Wechselwirkungen ist nicht mehr statthaft, und wollen wir in 
den Formeln dieser Fälle säkulare Glieder vermeiden, so bedarf 
die Methode einer dem speziellen Falle angepassten Modifikation, 
die allerdings mehr wie ein Kunstgriff erscheinen und die physi- 
kalische Bedeutung des Verfahrens verdunkeln wird. Ein Beispiel 
dafür wird sich , gerade in einem wichtigen Falle , alsbald ein- 
stellen. 

Säkulare Glieder können auftreten entweder in W durch Inte- 
gration vonpjjätj nach t und damit divergierte die Störung W, oder 
durch fW%dt (110) und damit divergierte r,^. 

Offenbar trägt das auseinandergesetzte NäherungsverfaLren 
den Keim einer vollständigen Reihenentwicklung in sich , wir 
brauchen es nur mit den expliciten Endformcln genau zu wieder- 
holen. Diese Reihen würden aber ausserordentlich kompliziert 
werden, so dass wir im allgemeinen Falle und an dieser Stelle 
auf die Ausführung verzichten. Dagegen werde ich in zwei be- 
sonders ausgezeichneten Fällen die Rechnung mit den Formeln der 
1. Annäherung soweit durchführen, dass sie als Grundlage einer 
experimentellen Prüfung dienen können: 

A) Die schon erwähnte Ausnahme 9J = 0, für welche die 
formale Integration von (107) bis (109) hinfällig wird. Bedeutung: 

* Genaues über diese Unterscheidung z. B. bei Eouth 11, Ciiapt. Yll Art. 808 
uud S25. 
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Reguläre Präsession (stationäre) Bewegung des symmetrischen 
Mutterkreisels. 

B) Die Bewegung bei grossem Eigenimpuls, der den Kreisel 
in rasche Anfangsrotation nm die F-Ä versetzt. Sie ist theore- 
tisch und praktisch wichtig und im symmetrischen Tall wegen der 
Verwechslung mit der regulären Präzession, die sie dem Auge, 
wenn besondere Vorrichtungen fehlen, gewöhnlich vortäuscht und 
deshalb viele falsche Erklärungen hervorgerufen hat, bei KS recht 
bezeichnend pseudoregxdäre Prägession* genannt worden. 



A. Ueber die aus der regulären Präzession abgeleitete Hachbar- 

Bewegung. "SS" 

Bestimmungastücke und Formeln der regulären Präzessiom Präzossion. 
9jj = const =: Ö„, entsprechend it^ = ti^, s^ = ?„. ^'j = const = v, 
f'^ ^ const = [J., f. ffg = ;j,( + <p(,. Die Relation zwischen diesen 
Konstanten , welche die Bewegung als partikulär ausscheidet, 
schreiben wir (72a): j?oS„ = m,-i, oder weil m^ = (i^, — '^,^a)l^a ^= 
(92) (».->».)»„ 

)), = (iBj-vuJv. (40a)p„ + i3, = ivs.e""'". 116 

Form der Diff.-GH. (103) : Berecliniing von W. 

(94b) .- = -|i|cos2f,-c032%l 
(91) g^j = vSo (99) j/j = vsj cos' <?„ 

9, = ('»,-''».)*■! S. = «:(;!• + »». sin' ip,). 

RS. 
2 
) (97) TV;= |j.vs„ cos 2 <P3 

j (98) W.= -^|'' -^(2i.+,».)-i|f.(2^+.«.)_.'(2,,».+v)>c. 



Die Störung W ist eine einfache , harmonische Funktion der 
Zeit von folgender Gestalt: 

W= T,+ T,coä{2\>i-\-2%). U8a 

Die Koeffizienten sind: 



* KS Anzeige von II und II p, 209, 27i ; Kap, V § 2, 3. 
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( T, = ^Al(2|,, + «».)-jl-|p.(2p,+ .».)-v'(2f + .)|cos2f. 
1181) ] 

( J", = iJ:lA(2r+™.)+''(*i'"-»')|. 

Es besteht dabei durch (116) zwisehen ja und v die Gleichung : 
118c p^ = Ci[iv + (ej — l)v^M„. 

Berechnung von 9.. Da 9^ = ^J^(Ma) so ist hier ß = const, 
nämlich (104, 90) : 

U9a a- = «.("■-'."'■) + "'■("'■— .«,) ^4y^„^ 

«1 + 1«5 — 2 »1 w, «0 — 4^,1 «„ (1 — m') 

_ 1 - i,J " 

Es ist aber bemerkenswert, dass sich vermöge der Präzessions-Gl. 
(116) Q' als Funktion von v in der folgenden, einfachen Weise dar- 
stellen lässt : 

iwb a- = »•-"'■/+"''• . 

Hieraus wird Q' sogleich als wesentlich positive Grösse erkannt. 
(Für j7„ ^ wird ti =^ v, wie es auch sein muss). Bie Diff. - Gl. 
(103) besitzt demgemäss als voUständige Lösung für i\ eine aus 
zwei einfachen harmonischen Schwingungen znsammengesetzte 
Funktion der Zeit: Eine freie (komplementäre) von der Periode 
2tc/Q und eine erzwungene (partikuläre) von der Periode w/^. 
Der Leser wolle sich überzengen, dass jene nach (119 a) im 
Ausdrack mit der Grosse 2« bei KS 11 p. 288 übereinstimmt, 
dass demnach die komplementäre Schwingung die zur regulären 
Präzession gehörige Eigenschwingung des symmetrischen Kreisels 
ist, welche durch einen verschwindend kleinen Änstoss, dessen 
Vektor in die Knotenlinie fällt, mit verschwindender Amplitude 
aas der regulären Präzession erzeugt wird. 

Integration der DifF.-Gl. Die vollständige Lösung leiten wir 
ab aus der Form; 



A-/'sinfi(i-T)lf(T)dT, 



in welcher den Anfangsbedingungen (ij), ^ 0, T|^ = bereits Ge- 
nüge geleistet ist, und die eine auch im Fall der sog. Keso- 
nanz gültig bleibende Formel darstellt. Sofern ß^ \ 4[ji^ kommt 
aus (120): 
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1 = >i. + v;,cos(S( + X.) + ,,coB(2i.< + 2(p.) 131a 

1 1o = ^.Z"' l.sinX, = -7j,-ism2». 

" 1211) 

' T], = r,/(ü'-4it') -^i cosX„ = -r,„~^jCos2ip„. 

S erhalten wir bequem aus Gl. (111) , die durch Suhstitution der 
berechneteil Grössen sich folgendermasBCn gestaltet : 

j, ^ it^X, + ^(2^ + ,„j|cos29.-cos2T,j, 183 

woraus, nachdem der Wert (121a) von v] eingesetzt ist, 

i = v,i + S„ + ^iSia(iii + X„) + S,ein(2|j.( + 2(p,) ISSa 

folgt. Ca wird durch (5), = bestimmt. 

», = >,.?^^'i+ ^(2,+v.,)cos2,., £, = , i-^ 
j E. = -E,sinX.-E,sin2'f. = S. = -o, "''2"^^^"' - jr (^ !'+''"•) 133» 

Die Darstellung von C, die aus (114) leicht berechnet und von 
derselben Art w^e i ist, können wir unterlassen. Die Drehung 'o 
hat einen leicht ungleichförmigen Gang durch eine der konstanten 
Rotation überlagerte, ans der freien und gezwungenen Schwingung 
zusammengesetzte Oscillation. 

Die Gleichungen der redazierten Bahnkurve zusammenge-^tellt GleiihungKa 

lauten : , i^^^ 

reduzietten 

j a = 9„ + svi = Ö„ + £J7i,+75,cosp + X„) + 7],coa(2[.i + 2'p„)} Bahnkune. 

i ^ = vi + £t ^ (v + £v,)i + £[S„ + ssinp+X„) + £,sin(2,x(+2(p,)i. ^^^ 

Bedienen wir uns einer der Einheitskugel eigentümlichen kom- Stereogra- 
plexen Grösse l, welche durch stereographisehe Projektion desP^^^'t^^ ^'^°' 
Sternes vom Zenith auf den Horizont seinen Ort bestimmt , zur 
DarsteJlnng der reduzierten Bahnkurve, so wird 

X = eota/2 e""^ = cotÖJ2 e"^\\-\-i^^ ^iT^\ 135a 

bis auf e' genau. Es bedeuten: 

7 = v + sv, '^ = tjK T = \-\t (123a). 1351» 

Die GL (125 a) legt eine gewöhnliche kinematische Deutung der 
F-A-Bewegnng nahe: Nämlich cot9J2e*~' ist eine reguläre 



y Google 



- 52 — 

Präzession der ¥-A, relativ zum Präzesslonsbreis die Nutation 
i&cot%^j2{i + iTi). Nun wird die Bewegung genau von folgendem 
zwangläufigen Mechanismus ausgeführt: Eine Stange, cot 0J2 Ein- 
heiten lang, rotiert um das im Mittelpunkt der Einheitskngel ge- 
lagerte Ende mit der gleichförmigen ^-Geschwindigkeit ~ in der 
Horizontebene ; dem anderen Ende ist ein Stäbchen von der Länge 
^V^o+^S unter dem ^ 3,rctg{—'iJ~„) fest angegliedert. Auf einem 
Stift am freien Ende des Stäbchens sitzt ebenfalls fest eine ellip- 
tische Scheibe, deren erste Achae 2 2i^| (val. abs.) parallel der 
Stange gerichtet ist, und deren zweite Achse die G-rösse 2e£, 
(v. a.) hat. In einer Eahrrinne, welche den Rand dieser Scheibe 
bildet, läuft vermittelst eines Stittes der Mittelpunkt einer zweiten 
elliptischen Scheibe mit der gleichförmigen ^ - Geschwindigkeit ß 
um den Mittelpunkt der ersten Scheibe. Die erste Achse der 
zweiten Scheibe von der Länge 2E>fj (v. a.) ist der Stange parallel, 
die zweite Achse hat die Grosse 2£;j (v. a.). Ein Punkt, der sich 
den Rand dieser Scheibe entlang mit der gleichförmigen -^-Ge- 
schwindigkeit 2ji um ihren Mittelpunkt bewegt, beschreibt alsdann 
die Bahn des Punktes A, 

Wir können auch sagen, dass die Bewegung der F-A relativ 
zur Präzession aus zwei elliptischonNutationen zusammen- 
gesetzt ist. Die allgemeinen Sätze Nr. 1 bis 4 gelten aaeh für 
diesen Eall der Bewegung. 

Die Formeln (124) hören auf zu gelten, wenn ]». ^= oder 
io- ß = ± 2 [j, {[j, ^ 0) wird. ]i = bedeutet die konische Pendelbe- 
wcgung des Mutterkreisels. Die dann immer noch richtige Formel 
{94b) ergiebt w = v'sy2 sin2f„(, und die Störung W wird säkular, 
abgesehen von dem besonderen Fall ain2ip„ = 0. In diesem aber 
ist auch der asymmetrische Kreisel von beliebiger Elliptizität 
einer konischen Pendelbewegung fähig (s. die Tabelle am Schluss 
des II. Abschnittes). Q ~ ± 2 jj. bedeutet Uebereinstimmung der 
Perioden der natürlichen and gezwungenen Schwingung, also Reso- 
nanz, und die noch richtige Formel (120) führt zu divergierenden 
Schwingungen, Die Realität der Resonanz hängt von der Natur 
der quadratischen Gleichung für v^: 

a ßv'— 26v^ + e = 



186* " = c;-(o,-A)'»: s = 

nämlich Eesonanz ist nur möglich , wenn diese Gleichung wenig- 
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stens eine reelle und positive Wurzel füc v' liefert. Sie kann z.B. 
fär &(, =; 90" niemals eintreten, wenn Cj>-2A, ist. 

Von der Ausführung der Formeln für die säkularen Fälle 
will ich absehen. 



welcher die Richtung der reduzierten 
Bahnkurve in jedem Punkte bestimmt, hat den Wert : 



Der Diff.-Quot. ^ 



d^ 



!>' 



s>i 



, so treten i 



d^ -]-' v + eS" 

und wir erkennen: Ist s so klein, dass e|£'|ui 
der Bahnkurve weder Spitzen noch Schleifen auf. 

Die Perioden der beiden Nutationen studiert man am besten 
in ihrer eindeutigen Abhängigkeit von v (118 c, 119 b), Die Fre- 
quenz der gezwungenen Nutationen ist doppelt so gross als die 
Zahl der Umläufe der Knotenlinie in der Aequatorebene des Mutter- 
kreisels während einer Sekunde. Nach der Darstellung ; 



kann ß als Funktion 
Fig. 4 für ^„ = 30' 



J2- 






■ = v'\^ 



V leicht gra] 
= Abscisse. 



hisch veralnnlleht wer den, wie 
ß' = Si/\/p7 und ii/V^o als 




Fig. 4. 

Ordinaten) entworfen ist. Die Unterscheidung p^^O kommt auf 
dasselbe hinaus wie eine Vertauschung von ö„ mit Ti— i)„. Die 
beiden Kurven schmiegen sich mit verschwindendem, v' asympto- 
tisch an die Hyperbel H = -^, mit unendlich wachsendem v' an 
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die unter 46" gegen die v'-Äciise geneigte Gerade an und besitzen 
für v' = 1 ein einziges Minimum. Der Verlauf ist für negative 
V symmotriscli zur Ä.chse der Oidinaten. Die Frequenz der Eigen- 
nntationen eines Kreisels (iiß n) mit Schwerpunkt über dem Stütz- 
punkt ist immer kleiner, als wenn der Schwerpunkt unter dem 
Stützpunkt liegt bei derselben Neigung der F-A und demselben 
absoluten Betrage des grijssten Drehmoments der Scbwere. Rezi- 
prok verhält sich die Periode. 

Die, höchstens zwei, Schnittpunkte der Kurve 

l ^!\Ip„ mit der Hyperbel* 

1 Vi>» 

/ QN—Pa "i^t "^^"^ Hyperbel — ^ 

im ersten Quadranten geben die Resonanzfälle an. Für die Um- 
gebnng dieser Stellen, wo also £i nahe an ±2|i, muss das beson- 
Schwebungea. ders merkwürdige Phänomen der Sckioebungen statthaben, wie immer, 
wo natürliche mit aufgeprägten Oscillationen in Konkurrenz treten. 
Die Schwebnngen werden sich an der Kreiselspitze durch eine ab- 
wechselnde Reihe grosser und kleiner Nutationen in regelmässiger 
Folge äussern. Analog dem Sprachgebrauch der Akustik** nennen 
wir die Stellen stärkster Nutationen Schläge, diejenigen schwächster 
Nutationen Pansen. Sei ß — 2[j. = A gesetzt, so beträgt die Zeit 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Schlägen oder Pausen 2itjA 
(ji > angen.) , die Zahl der Schwebungen (Schläge oder Pansen) 
pro Sek. A/2ic, der Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden 
Maximis oder Minimis der Nutationen auf dem Präzessionskreis in 
Teilen des TJmfangs 7/A. Den Uebergang zu den Formeln mit 
säkularen Gliedern hat man sich demnach so zu denken: Die 
Schwebungen folgen immer seltener aufeinander nnd die Schläge 
werden immer heftiger , bis im Grenzfalle erst nach unendlich 
ferner Zeit der erste Schlag mit unendlich angewachsener Elon- 
gation erfolgen würde. Für ü^ = 90°, a^ = l (d. h. A^ ^= C,; der 
korr. symmetrische Kreisel ist ein Kugelkreisel), V = v (2 sei so 
klein, dass evj gegen v vernachlässigt werden kann) und die un- 
wesentliche Annahme i?,, > ist die folgende Tabelle berechnet : 

* und zwar nur demjenigen Ast, der positive \t repräsentiert. 
** z. B. H. V. Helmuoltz, Die Lehre von den Tonempflndungoti, Achter AJo- 
sclimtt, insbesondere p. 274. 
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ß/Va 


21»/^?. 


a/Va 


val. abs. 

— .27T 

A 


Zahl der 
Schweb, 
pro 100 
Präzess. 


1.0 


1.41 


2.00 


-0.59 


1.69 2i= 


59 


1.1 


1,43 


1.82 


0.39 


2.82 


35 


1.2 


1.46 


1.67 


0.21 


6.72 


18 


1.3 


1.51 


1.B4 


0.03 


43.3 


2 


1,315 


1.6191 


1.5209 


0.0018 


ca. 700 




{/r 


2: ('S 


2:v'3 





oo 





1.4 


1.67 


1.43 


+ 0.14 


10.0 


14 


1.6 


1.72 


1.25 


0.47 


3.41 


29 


1.8 


1.88 


1.11 


0.77 


2.34 


43 


2.0 


2.06 


1.00 


1.06 


1.88 


63 



Die Zahlen der ersten vier Kolonnen geben die relativen Werte 
von V, ß, 2 [j., A an, die Zahlen der beiden letzten Kolonnen gelten, 
was anch p^ für einen Wert habe. 




*^3"= 1.316074 
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Die Scbwebungen sollen durch Fig. 5 an einem einfachen Bei- 
spiel veranschaulicht werden. Ich habe gewählt : &„ = 90°, tp^ = 
(f. X, = 0), c, = G,IA, = 2-31/32 = 1,94, s = 1/5, la. = 32v. 
V oder p^ bleibt beliebig, i sei jedoch positiv vorausgesetzt. Nach 
der Gleichung der Prazeasion p^ = c, |j.v folgt p^ = 62 v' > 0. 
(U9b) £i = 62v. Die Formeln (118b, 1.21b, 123b) ergeben: 
7i„ = -0,016 Vi, = +0,274 7], = -0,258, 
^„ = £, = +0,274 5, = -0,258, 

und M. = -0,492 V, mithin * = v (1- 0,492 e). Damit (124): 
1 ö = 90' + 5 I - 0,016 + 0,274 cos 9J - 0,258 cos 2 ^f j 
a i ^; = (]-0,492£)vi + E|0,274ainßi-0,358sin2]j,i|. 

Zeichnen wir die reduzierte Bahnkurve auf eine Kugel von 
50 mm Radius auf, so dürfen wir für e = V» Beträge bis 0,016 s 
weglassen , die auf der Einbeitskugel weniger als Vio min aus- 
machen, also 0,274 und 0,258 durch den arithmetischen Büfctelwert 
0,266 ersetzen und nun (130 a) anders schreiben : 
1 & = 90''+0,53ssinvi^siii63vi 
I üf = (l-0,49E)vi + 0,53sinvicos63W. 

Die Gl. (I30b) zeigen den Charahter der Schwebungen unmittel- 
bar an. 0,53 e sin vt ist die langsame Veränderung des Ausschlages 
der F-A ; in der Zeit 90° /^ folgt auf eine Pause ein Schlag und 
umgekehrt, ij-k ist die Zahl der Schwebungen pro sec, 162° 18' der 
Winkel zwischen zwei Schwebungen. Die vom Zenith auf die 
Horizontalebene entworfene stereographisohe Projektion hat die 
Gleichung : 

l (125a) X = e"'<'~°'''">|l + 0,53issm»<.'""'| 

oder E = Vs ind vi =; t eingesetzt : 
1 1 0,90iT , o^. . 63,9iT + i7r/2 , , , -, 

! i. ~ e ' +0,llsin-e ' ^ ', k ~ \+i}.^. 

Das Gebiet, in welchem die F-A ihre Nutationen macht, ist be- 
grenzt von den beiden Kurven 

5 1+ = e"'^""{l + 0,llsinT| 

und ist zwischen zwei aufeinanderfolgenden Pausen stets von 
sichelförmiger Gestalt : Winkel der beiden ßadii Vectores nach 
den Spitzen 2 -81° 9', grösste Breite der Sichel 11mm. Die redu- 
zierte Bahn hat Schleifen , weil sie erst von £ = Vai abwärts 
verschwinden. 
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Ereine Schwebungen mit vollständigen Pansen finden 
statt, wenn -q^ = ± ^,. Beispiel : ö^ = 90", tp„ == {f. X„ = 0), 
c, = 1. Es wird T)j = — ■i^, , wenn t^^ ^ oder Tg = 0. Setze 
v' = apg, mithin \i'' = pja und wegen T^ ^= die Gl. a' + 2 a — 6 = 0, 
i.a± = + \l7 — l, ot^wennpo^-O, «_ wenn ?)„ <: 0. ^"=^„(« + 01"'), 
v(l — s'a). Der Winkel zwischen zwei Schwebnngen beträgt 



'(i-'°) i 



, also 



füra>0: ä2,6-2it, ffirj),<0: 2,06-2it, 
wenn wir s'a vernachlässigen, p^ kann dabei einen beliebigen 
Wert haben. Ferner die Zahlenwcrte von 

ß^=l,50\/ft 2 ,1^ = 1,50 \/p. Vj. = l,28\;jT, i^ = -0,06\/R 
a_=l,98V^, 2|»_ = l,05\/^>; v_=l,9lV"-^ A_ = +0,93V^, 

and weil -r,^ = -^ — „ -, l 



7),^. = +4,65 v],^ = -4,65 £,^ = +2,40 l,^ = -2,73 
^,_ = -0,65 j),_ = +0,65 ^„ =. -0,17 ^,_ = +1,23. 

Die Werte der Perioden der Teilschwingungen sind relativ, die 
ihrer Amplituden absolut. 

Ohne auf eine vollatändige Besprechung der anderen Bahn- Zwei 
typen einzugehen, wollen wir die Formeln nur noch auf 2 Eälle ^^^L 



1) Pg = 0. Wir bekommen annähernde Gleichungen für die 
Poinsot-Bewegung eines dreiachsigen Kreisels von kleiner äcLoa- 
torialer EUiptizität. Aus der Gleichung der reg, Präz. wird 

|1 = -/v, wo X = ((1,-1) M„ = -— '^^ — ^cos(^„, 

die Winkelgeschwindigkeit der Eigenschwingung, wie schon er- 
wähnt (p. 50), ii =. V. 

% = |^l(2v. + l)cos2^.-(2:c + .02xj, Vi, = -A., 

vji sin X„ ^ -^ sin 2 <f „ r,^ cos X„ — "^ | " <^os 2 iy„ + (2 x + vwj { 

V, = ^i(M„-l)C0S2(p„ + (2x + Mj2xM„| 

' ~ Ä„ ' ' ~ 2xs„ 8ji' 
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Die Formeln* bleiben hier, auch wenn Q = +2\i. oder x = ± Vs, 
bestehen, der im allgemeinen Falle dann verschwindende Faktor 
des Nenners von r^^ (hier: v* — 4ij.^) ist durch Heben fortgefallen. 
Die Amplituden der Teilschwingangen hängen ausser von SJ„, f^ nur 
noch von der Massenverteilung des Körpers, nicht von den An- 
fangswerten der Geschwindigkeit ab, wie es der allgemeinen Theorie 
entspricht. 

2) v klein gegen ]j. (Langsame Präzession), so dass der Bruch 
v/|j. vernachlässigt werden kann. Mithin 



135a p„ = (;,!J,v, il = c,\>. (!i>-0) = '. 
T^ = *-^^((ii + 2); und damit 

, = — J,'^-(2a, + cos2(p„) = 



2«}h 



'|^(2«. + cos2cp„), 



135 b 



^■^ = +9-— r_fl 



t 



■- +So 



2 G\ ^' C~ 

A,P_ 

20]'/ 0,-22 



_ A^ 

■ " ' ~ C> 

Resonanz tritt ein, wenn 6\ ■= 2A,. Die Perioden und Ampli- 
tuden der beiden Teilschwingungen nehmen mit wachsender Grösse 
der anfänglichen ^-Geschw. um dieF-A ab, und zwar die Perioden 
Im einfachen , die Amplituden im quadratischen , reziproken Ver- 
hältnisse dieser Zahl. 

B. lieber die aus der psoudoregulären Präzession 
abgeleitete Bewegung. 
Wir untersuchen jetzt die Bewegung bei grossem Figenimpuls, 
präzis, wenn AFjN^ und v/jj. kleine Zahlen sind, so dass der 
Impulsvektor während der Bewegung beständig in der Nähe der 
F-A verweilt. Der Quotient AF/N^ bedeutet für den symme- 
trischen Kreisel das Perioden Verhältnis der Nutation zur Prä- 
zession und wird mit den eingeführten Bezeichnungen pjwl ge- 
schrieben. Die Nutation wird mit einer in allen praktischen 
Fällen befriedigenden Annäherung durch einen einfachen harmo- 

* Sie enthalten 2 trigonometrische Funktionen , weil zwar der zn n, v ge- 
hörige Itonstante Impulsvektor des Mutterkreisels vertikal stellt, nicht aber der 
des asymmetrischen Kreisels. 
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nischen Sdiwingungs Vorgang äargestellt. Die Formeln von KS 
{II p. 297 and 303) eignen sich hier nicht , weil sie die Nickbe- 
wegungen nicht auf den Anfangswert ^„ sondern auf eine Mittel- 
lage der F-A beziehen, Sie lauten aber, unseren Zwecken leicht 



/ i>^ = &,+ o(l-eosM;,0 

I i^Jj ^= V, — VjCosiÜ,^ ^ 

f 'Po = ¥i ~ ^'■^ "^1 ^1 ?i = ?o + ?^' 

Es bedeuten in (136 a) : 

v/]i, v/w,, Vj/w, und mithin h sind Grössen, deren Quadrate wir ver- 
nachlässigen müssen. Ferner : 

\ == j„Ml — (3 v + vj «„/»•,{ oder v^ durch den cos der Mittel- 
lage U„ ersetzt : 

Die Faktoren { \ können wir vielfach als unbeträchtliche Grössen 
weglassen, indem wir kürzer iÜ, = tv^, [i = fi nehmen. 

Aus (136) folgt: 

( Mj = !((,— 3So(l — COS MJ^i) s^ = s„4-5"o(l — cos W,Q 

Die Anwendung der vorstehenden Formeln auf die Diff, - Gl, 
(103) ergieht nun: (104) ß* = - ^'^ß'^ = w\. In W erscheinen 
mehrere Glieder mit cosJi;,^ z.B. in T-Tj = jöa^"^ fol't '^^® ™^^ 
nach (136 d) leicht bemerkt. Da die Teilschwingung, welche dem 
Gesetz tj" + i?^ tj = H cos w^ t gehorcht, wegen Resonanz divergiert, 
so enthalten die endlichen Gleichungen der Bewegung säkulare 
Glieder der aweiten Art (p. 48). 

Wir können aber in dem vorliegenden Falle die 
säkularen Glieder durch die folgende Abänderung 
derNähernngsmethode vermeiden. Es werden die gefähr- 
lichen Glieder , d. h. alle , welche durch die allgemeine Methode 
Resonanz veranlassen würden, gesammelt und zunächst ungeändert 
gelassen. 

Di£e,-Gl,(88): %" - 

^ — E'ij)' + £'|^sin2<f — il-'cos 2cp[, £'41' als gefährliches Glied 1 
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i (136 a). Nun 
13J mf = ^:J-(1— ')--^|-[i;sm2»,+^,is.cos2.f„| 



188 






139 «(!-.') = ^(l + .') + =S 



Ebenso 3 sin <p = — -^+ |SI-'cos 2cp + (])'s sin2rpj, ft'/S = ge£. Glied ! 

140 s'l^sin^l' = — £'i>" + s'j8gC0s293 + i[)3S;jsin2tpg|'. 

Mit den Ausdrücken (137, 139, 140) verwandelt sich die strenge 
Diff.-Gl. (88) in die angenäherte : 



J", ist Abkürzung für den Ausdruck 



i9.-nj,). 



l>o(2) nnd ga(2) unterscheiden sich von p^, q^, dass 2^^ an Stelle 
von tp, tritt. 

Wenn wir in F, die in (136 a — d) aufgestellten Funktionen 
der Zeit explizit einführen, erscheint kein periodisches Glied mehr 
mit dem Argument wj. "Wir erhalten: 

(94b, 136d) w = - ^'^'^° lcos2<p„-cos (29.-w,0i 

w ist zu vernachlässigen, solange zy, weder nahe an \i noch an 2[i. 
liegt, das erste Glied von w, wenn w^ nahe an jj,, das zweite, wenn 
Wj nahe an 2[i, liegt. Schliesslich gestaltet sich .F, durch Zer- 
legung in eine trigonometrische Reihe folgendermassen : 

a :F, (0 = E, + SiE, cos {^J + ^ %) 
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B,= '" 

-E. = 



4(^-»,) 

w,v„. ■;„«■. COS 2% {-77— 



^ 2ir-2i(5, 



4(1^- 



Die Diif.-GI. (141) werde nach Division mit 1 + e' gesclineben ; 



F.(8)=fts(l-.')-^^(l-.). 

eFj ist wieder die Störung. Da die ungestörte Bewegung in einer 
lileinen Scliwingung um El ^= it^ besteht , so aucli im Allgemeinen 
die gestörte. Man setze deslialb i) = ll^ + O in (144 a) ein und 
entwicMe nach bis zur ersten Potenz dieser Grösse, so kommt: 

9" = -f.(»,) + ^;(».)» + '-F.(')i 
oder anders geordnet: 

e-+„-9 = f,+bF„ »' = -F;(a.). 

Mit Unterdriicltuiig aller Zwischenrechnungen ergiebt sich : 
^ö (*.) = '"! ä ^ ». "i I i \ + ' («, - sin' 9.) I 



144 a 
1441) 



J3SW 



iV/J^i^l 



[ J V, + V (2 + 3 sin' :p„)] j . Hieraus 



f. .»■ = i;; + «K(2o,-i)+«, 

durch Radizierung: 



2? = 



i,(l+.fl) 
20, 2i« 



2C', 



-•': + 



6^,-C,(l-3sin'(f.) 



146 

147 



Der Erfolg des abgeänderten Häherungsverfahrens besteht 
darin, dass auch die Frequenz der Eigenschwingungen (oj/2::) ein 
Glied mit dem Faittor = besitzt. Dies ist der Grund, warum das 
säkulare Glied, wenigstens im Allgemeinen, versehwunden ist. 

Ersetzen wir, wie p. 59 vorgesehen ist , ü', durch w, , so wird 
einfacher 
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: w, 1 + 



S2 — 



i'c. 



Das vollständige Integral der Diff.-Gl. (145) wird wieder durch die 
Superposition einer einfachen freien Schwingung 6^ = 9, cos (o>i + Xo) 
und der znaammengesetzten gezwungenen Schwingung 6^ = 6^ 

+ 2*^6*^°^ Cl^*^+^^o) homolog der Gestalt von F,(t) dargestellt. 

Demzufolge ist 

149 a 8 = 8, + 8 + 2i S. cos (|i. < + 2 ip.) -^ B, cos (io( + ■/,). 

Die willkürlichen Konistanten 9^, Xo werden durch 0, 0' ^ für 
( = (nämlich = 8„, 8' = 0) bestimmt. Durch Substitution von 
6^ + 0^ für 6 in (145) ergiebt sich; 

.F'. + '.B. 



**. = - 



*^*oos-/„ = -0o-(B, + ej + 0Jcos2!p„ 



'\ 



- ^-np 0, sin X. - 



-^ ^^^ -^^ sm 2 (B, 



oder indem wir konsequent vernachlässigen: 



0. = ES, 



+ s3j, wo 

'•ä(»;'-2rt 

i.(2i.-». + c,.. «.) 
'• 4(«,-ri(»,-2rt 



' "•4(w,-ri(»,-2rt(3»,-2l')' 
Die Berechnung von $ ist jetzt mit der Kenntnis von & sehr 
einfach. Die streng richtige Gl. (88) ^' = —, — ~ ~ werde in 

■'im- 



die Form f (1 + e') = ^- 



- gesetzt. Nun angenähert : 



eingesetzt, die rechte Seite nach Ö bis zur 1, Potenz entwickelt, 
und da KJ = iv^+&w nstch (94b), so kommt 



* Bezeichnet: In g ersetze tp duTcli 2 f. 
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Beim Beginn der Bewegung ist t]j' ^ v ; denn für i = sind Ö 



und Jy gleich 0, s' - 



llffl. 



. Y'f, f- (151,60)^,;. 



s:{1 + .' + t') 

q, e. d. Aus (151) ergiett sicli mit Rücksicht auf die Ausdrucke 
für 0, w (142), 3^(2) und nach Division mit 1 + =': 

iffl 



v(1 + e'cos2<p,) + 



tc,B(l- 



Durch Quadratur nach i nimmt ij^ die Form an : 

^ = i!'. + N( + i,>r.sin(ii.i + 2.,,) + >F,8in(.o( + x,) 
N = 
IF, = 

IT, = 



V, + .<.,(,- 2,,) 
2K>,e,-m,.i. 




2»,e,+.»,s. 


£V V M 


2(2|.-.B,)s, 
1»,0. 


».-2f 


2(,.-»,)s. 8( 


".-rf 



± (!_=') ^^ = -(lF, + 'i; + q^,)sin29 



-^.s 



1 Z»- 



153 e 



Die Integrationskonstante 'F„ ist durch die AnfangKlicdingung 
tj^n ^ bestimmt. 

Wir stellen noch einmal die Grleichtmgen der reduzierten Bahn- Gleichungen 
kurve in den Kugelkoordinaten Ö, tjj zusammen, wobei für die Ar- ' ^1"" 
gumente der trigonometrischen Glieder die einfachsten statthaften jjaliiikiirve. 
Werte gesetzt sind , insbesondere auch in tu der mit z behaftete 
Teil vernachlässigt ist; 



a = ö^+e^+0,cos(~'-ttf-t-7^„')+e,cos(2iJ^+2(f,) 



tlj = tr„+N(-|-¥,sinf-^Iji-fXo) + ^isin(2ix^ + 2(pJ 
+ ^.sin(^., + 2,.)+^.si„(^ 



i-2,rf+27, 
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^^«v, 


A 


2S> 


A 


if 


A,-C, 



V, v^ J.,G, 

i (149 b). 






W, = - 



2[.^ (2^.-Cj(2^.-36',)' 
N, ir„, ^F, wie (163 b, c). 

Die Bewegung der F-A besteht in einem Akkord 
von 4 einfachen harmonischen Schwingungen, nämlich 
aus 2 Partialachwinguiigen mit den Frequenzen C\p./2t:J.„ [x/it und 
ihren beiden DifferenKschwingungen erster nnd zweiter Ordnung j 
doch wird die der zweiten Ordnung im Allgemeinen nur sehr 
schwach erregt und zwar erst um so intensiver, je näher GJA^ 
einem der Werte Vs, 1, 2 kommt. Wird einer dieser Werte von 
GJÄ, wirklich angenommen , so tauchen säkulare Glieder auf. 
Sämtliche Amplituden und Perioden nehmen mit wachsender Ro- 
tationage seh windigkeit des Kreisels ab. 
Vier spezielle ^^^J" besondere Falle (die ersten beiden als Proben) : 

Fälle. 1) £ = (symmetrischer Kreisel). (148a) « = w,; (150, lB3b) 

e„«',= 0, 0„ = 8, N = v,; (149b, 153 e) Xa=0, e, = -e„ = -5, 
W„ = 0, 'F^ ^ 6j/s„ = — Vj/ifj. Damit Rückkehr zu den Formeln 
(136 a— c) bestätigt. 

2) Vj = oder v, =^ v oder p„ = ic^f (Naehbarbewegung zur 
langsamen reg. Präz.). Also 8 = 0, e, = Ö^ = und ¥, = 'F, = 
(die beiden Differenzachwingungen, welche die ans der pseudoreg. 
Präz. abgeleitete Bewegung auszeichnen, verschwinden); 0, cos /„ = 

-6„-e,cos2!p,, e.sinzo = ^0,sin2'p„; 6, = £3, = 

_^(2« +cos2<pJ, 0, = ^—■~^, ^^t = 4^-1^-. 
2Wi ^ ' ^"^ 2jü[ c, — 2' ' 2s„ 4[j.' 


>F, = -i, *F„ = -¥,sin2tpo-¥,s]nx„, N = v-£«.v. Durch Ver- 
gleich mit (135 b, 121b, 123 b) erkennen wir die Uebereinstimmung 
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von : Ö^ mit s-r^^, ö; mit sti^, 9, mit er,,, /„ mit X„, W^ mit sS^, ^\ 
mit e£„ 'F^ mit sE„ N mit 7. 

Endlich ist aoch m, wenn £?/ vernachlässigt wird, mit U 
identisch. 

3) W(, = (Horizontale Anfangslage der F-A), s„ =1, £„ = 0, 
nnd ferner: 

2ii 2A-C, ' ^' 

I ß = +,.^.V^^.' Vt\ = 0, 

\ 0, = ¥3 = 0. 

Hier ist die Differenzschwingang 2. Ordnung nicht vorhanden. 

4) V = (Kein seitlicher Anstoss ; beim Beginn der 
fällt der Impulsvektor exakt mit der F-A zusammen) 

aller Teilschwingungen werden v, proportional, verschwinden somit 
für p^ = 0, wie es sein mnss, 

Wünschen wir aber die Aenderung, welche die pseudoreguläre Charakter 

— - - der Bahn- 

Stereo- 
graphische 
Projektion, 



und ferner die durch entsprechende Zerlegung der trigonometrischen 
Reihe für (149 a) entstehenden Koeffizienten von cosiü^i und 
siawj: 

3 
i 0^co3(£ttJ,fli + Xo) + S'^*tiOs('"*^ + 2fp„) = ©,cosi>, resp. 

j ^^sm{m,m + yJ + '^iS,sm{<y>J + 2%) = 0, sin Ö, ; 

analog in der Reihe für -J) (153 a), es tritt ¥ an Stelle von 0, 

41,. statt 9,, Wir erhalten : 

l Ö = 9„-l-0, + 0,cos(w,( + 9,) 
I -J) = ¥„+N' + ¥, sin (IJ;,^ + -];,). 



Fährt 


, aufzufassen, so 


müssen wir setzen: 












[ ^' 


= W^ + m 


, f. ist 


», = 2f- 


w, oder 


gekürzt 


= 


2Ä,- 
A 


-C, 


i^ 


{ V-2 


= », + (11 




., = äj:- 


•2», 




= 


24,- 
A. 


2C, 


t* 


\ V-i 




, 


». = 2?- 


.3S, 




=. 


24,- 
A 


-3a 


-^ 
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Die Modifikation besteht also äarin, dass die aueli jetzt vorhandene 
Nutation 0, = ö^ cos (w,(+ ÖJ, W, = ^>in (w. ( + tp,) zeitlicli 
veränderliche Am plitudenO^,^', und ebensolche „Phasen- 
konstanten" ^,,^^ hat, deren kompliziertes Gesetz (156b) an- 
giebt. Uebrigens ist die Ellipse der Nutation (©„, W^ als recht- 
winklige Koordinaten einer Kurve) allgemein zu reden, in eine 
nach der Periode 2 r^jw^ noch nicht geschlossene Pigur verwandelt, 
die aber dauernd in der Nachbarschaft der Nutations -Ellipse des 
symmetrischen Kreisels verharrt. 

Die Gestalt der reduzierten Bahnkurve studieren wir am 
besten in ihrer stereo graphischen Projektion auf die Horizontal- 
ebene. Sei das Centrum derselben im Zenitb, ferner 

157 a 0/s„ = @, <];-N!f = ■?, 

so wird sie mit der laufenden komplexen Variabein 
157T) \ = cotV2 e^^'ll + ^{^+i®)l- 

Wir heben Polgondes hervor : 

Die Gestalt der Bahn hängt wesentPch von dem Verhältnis 
CJA^ ab. Solange es den Werten 1, 2, Vs fei^n bleibt, sind die 
Glieder in % und IT , welche in v, Vj von quadratischer Ordnung 
sind, unerheblich, und wir haben die einfacheren Werte 

158 0. = >r, = _i^_--iL_ 0^ = w 



24-C, ' ~ ' 2"fi 2^,-2C, 

0, = ¥, {e unterdrückt), 0, = ^^ = 0. Mithin 0, = '^„ 
Ö-, = tffi iSie Nutationsfigur wird eine EUipse mit in der Zeit 
veränderlichen Achsen, in der stereographischen Projektion ein 
Kreis mit in der Zeit veränderlichem Radius. DieNutationen 
haben wechselnde Grösse, gemessen durch 0, oder 
0^, nnd die veränderliche Frequenz, gemessen durch 
{M'-|-l>|.)/2ir, folgen also bald weiter bald enger aufeinander. Das 
Gesetz dieser Aenderungen geht aus (156 b, 158) hervor. 

Sobald aber CJ^l, einer der Zahlen 1, 2, '•^/s nahe kommt, 
wird die Gestalt der Bahn übersichtlicher durch das wieder auf- 
tretende Phänomen der Schwebungen. Die Erscheinung wird in 
den drei möglichen Fällen so verschieden, dass ich sie einzeln be- 
schreiben muss. Doch soll der Kürze wegen nur die Koordinate 
d betrachtet, tp„ = (f. x, = 0, 0, = -0^-0,-0^-0J ange- 
nommen und das einfachere Formelsystem (154) benutzt werden. 
Es bezeichnet a im Folgenden stets eine kleine Grösse. 

1) (7, = ^, (1 -[- 0). Die Partialschwingung mit der Frequenz 
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n/it und der Intensität 0, ist gegen alle übrigen unerheblich. 
Deshalb 

& = &„ + 0„ + 0, cos !i {1 + a) 1^ + ö, cos IX (1 - a) i + 0^ cos 2 a|ii. 

Die Schwebungen entstehen durch Interferenz der Schwingungen 
mit den Amplituden 6^, 0j. Ausserdem die langsame Oscillation 
©, cos2o;[i(. Die allgemeine Transformation (156 b, c) ist hier un- 
praktisch; besser sei 

j (0a + ö*) cos <!.\i.t == ©^ cos i>, 

1 (0, — 0J sin aiii = 0j sin {), 
eingeführt, so dass (lB9a) 

Ö = &^ + ©^ -f. 0^ cos 2 K|j.( + 0^ cos {\xt + 9,) 

wird. Die in Scbwebung befinälicben Nutationen superponieren 
sich nicht dem Präzessionskreis ö = Ö^, sondern einer ihm be- 
nachbarten Kurve S> = ö^ -f 0^ cos 2 ajit , i}j = N f + ¥j sin 2 a[j.i, 

N;r 
welche ihn immer nach einem Stnndenwinkel ijj, = -^r — ■- ± 2 W„ die 
"^^ 2a|j. ^' 

Werte ± abwechselnd , schneidet. Schläge und Pausen fallen 

immer genau mit diesen Schnittpunkten zusammen ; die Zeit zwischen 

zwei aufeinanderfolgenden Schwebungen beträgt r/2a[i„ 

2} (7[ = ^, (2 -|- o). Alle vier Teilscbwingungen sind stark : 

S = 8„+0^,+ 0^cos|x{2-l-a)i: + 0,cos2!i* + 0,cosa;j,; + 0,cos!i(2 + 2a);. 

Wir setzen: 

l 0, + 0j cos <».[d + 0, cos 2 a\i.t = 0, cos S^ 
i 0, -1- 0^ sin «(li -I- 0, sin 2 aiit = 0, sin 9, 

und verwandeln dadurch (160 a) in die Gl. 

9 = a^ + 0^ + 0^ cos a\i.t + 0, cos (2 |ii + Ö,). 

Die Sehwebungen entstehen durch Interferenz der drei Schwin- 
gungen mit den Amplituden 0j, 0,, 0,. Infolgedessen sind sie er- 
heblich komplizierter als im ersten Falle ; doch wiederholt sich 
das Spiel zwischen Schlägen und Pausen immer nach der Zeit 
2iv/a|j.. Die schnellen Nickbewegungen überlagern sich der lang- 
samen Schwingung 0, cosa[if, sodass die Nutationen nicht dem 
Präzessionskreis 9 = &, aufgesetzt sind, sondern der ihm benach- 
barten Kurve 9 = &„ -1- 0j cos H|i.i , «[i = Ni-|-¥, sin «(ii, welche 

ihn immer nach einem Stundenwinkel 4, = - — + 2^„, die beiden 

Werte alternierendj schneidet. 
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3) C, = -4, (I + a). Die Teilschwingungen mit den Frequenzen 
\i./-!:, (4 — 3 a) \i.jü T. und den Intensitäten 0^ bez. 6g sind schwach 
gegen die beiden anderen. Deshalb : 
t = ö„ + 0„ + ö^ cos [A (f + a) i + ©3 cos 11 (I - 2 a) t 

Die Schwebungen entstehen durch Interferenz der beiden allein 
beträchtlichen Schwingungen mit den Amplituden 0„ 0^. Hiec 
wird gesetzt: 

( 0^ G09 a|ji + 9j cos 2 a;i.i ^^ Ö^cosö, 
j 6^ sin a\Lt + 0j sin 2 a\i.t = 0^ sin ft, 
und dadurch wird ("161a): 

/2a 



= 9o + e„ + e, cos (-^ t + ^\- 



Dieser dritte Fall ist der einfachste. Die Nutationen setzen auf 
den Präzessionskreis & =^ &„ mit gewöhnlichen Scbwebungen auf, 
die mit der Periode 2Tt/3a[ji aufeinander folgen. 

Die spezielle Gestalt der Nutationsbogen (Zacken, Schleifen 
oder Buchten) hängt von dem Verhalten des Diff.-Quot. (7i)/(?'[' ab; 
hierüber lässt sich infolge der zusammengesetzten Form der Aus- 
drücke eine allgemeine Aussage ohne Umstände nicht machen, und 
es wird Angelegenheit des besonderen Falles , sie zu diskutieren. 
So können dort, wo in der pseudoregulären Präzession des sym- 
metrischen Kreisels Zacken (Spitzen) auftreten (v = , p. 65, 
4. Fall), in der abgeleiteten Bewegung diese Zacken verschwinden, 
oder Spitzen mit Schleifen in scheinbar mehr oder minder regel- 
loser Weise miteinander abwechseln. 



UelieT die Schwingnngeu um den statioBären Zustand. 

Schliesslich können wir noch die Oscülationen um den sta- 
tionären Bewegungsvorgang, welcher im II. Abschnitt ausführlich 
behandelt ist, nach der Methode der kleinen Schwingungen studieren, 
d, h. erstens die aufrechte Kreiselbewegung, zweitens die Nachbar- 
bewegung zu der als konisches Pendel bezeichneten ] 
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form. Die Kenntnis derselben hängt enge mit der Frage nach 
der Stabilität des stationären Zustandes zusammen; doch ist hier 
keine erschöpfende Behandlung des Gegenstandes beabsichtigt. 

Ueber die aufrechte Kreiselbewegung. j 

Die Beschränkung auf geringe Elliptizität beben 
wir auf; im Uebrigen gebrauchen wir A und B jetzt praktischer 
als gleichberechtigte G-rössen nebeneinander. Ausserdem werde 
ein "Wechsel der (freien) Koordinaten vorgenommen: An Stelle 
von &, ^, ^ treten x, y, x, durch die folgenden Transformations- Grl. 
zusammenhängend : 



{■iy -. 



y, ■- 



? + f 



Die Komplexe x + iy liefert offenbar sogleich die orthographische 
Projektion der reduzierten Bahnkurve auf die im Zenith die Ein- 
heitskugel berührende Horizontal- oder auf irgend eine ihr pa- 
rallele Ebene. Sie werde im Kalkül wieder bevorzugt, x miasfc 
die Drehung des Kreisels um die F-A, 

Die Schwingungen um den stationären Zustand denkt man 
sich am besten durch einen relativ schwachen Stoss auf die F-A 
aus der gleichförmigen Drehung um deren vertikale Stellung 
(sleeping top!) erzengt. x,y sind als kleine Grossen anzusehen. 
Die Diff.-Gl. der Bewegung stellen wir aus Lagrange's Gleichungen 
der zweiten Form her ; 



( Doppelte kinetische Energie 


; 2 r = Ap'^Eq'+ Cr 


1 Potentielle Energie: 


n = Fu 


l Lagrange'sehe Fanktion ; 


L = T-n. 


(163) fliesst genau 1 




/ s = \/«' + 9'* 




+ 


l'St = V 


9' = '/! - ^' '1 



aus (165) 

2^ + ig = e~'''' {1.' -\- iy% 
oder Reelles von Imaginärem getrennt; 



»Pasäieren x,y gleichzeitig dio 0-Stelle, so geht +v' i" -v' V'^^i- 
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■- x'cosx + ij'smx 

- y' cos 'f^ — x' sin "/ und dazu 



Die drei Diff.-Grl. lauten in der symbolisclien Form von Lagrange : 

Der Index bezeichnet die nacli der jeweiligen Variabein zu bil- 
dende partielle Ableitung von L. Wenn wir nunmelir konsec[ueiit 
alle Glieder, welche in x, y oder deren Zeitderivierten von der 
2. Ordnung sind, vernicbten, kommt zunächst aus der 3. Gl. (167): 

168 a Gx" = 0, Cx' = const = N, x = /.c+ -^^ 

y = angenähert cyklische Koordinate. Aus den beiden ersten 
Gl. (167) wird: 

1 jjj'cosx — -ß^ sin xi'+ -W*/'— P.r = 

^ '■' u'jgf'^J. Nachdem hierin p, q nach {166 b) durch die Ausdrücke in den 
mung and neuen Koordinaten ersetzt sind , und die Differentiation nach der 
■^ÄS" ^"* ausgeführt ist, erhalten wir in (168 b) mit Rücksicht auf 
(168a) ein System von zwei- simultanen linearen Di£f,- 
Gl. 2. Ordnung mit reell periodischen Koeffizienten. 
Dieses lasst sieb auf die folgende zierliche Art weiter traktieren : 
Ks war Ap = L, 3iq = 31; seien L + iM = 7C und x + iy = C 
gesetzt, so verwandeln wir das System (168 b) durch komplexe 
Addition formal in die einzige Gleichung; 

169 \e''^K\'-iM'-PC = 0. 
~iNC ist das „gyroskopische Glied". Wir wollen 



170 



A + B ^ A-B , JV P 

___ = § -^.^- = b -^^,« -^-P. 

setzen und die zu K, C konjugierten Komplexen K, ? einfüLren. 
Alsdann ist 



ä(i>+is) + b(p-i9) = äC'e •« + !)?«+'■' 





c ' 
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Daher wird die Diff.-Gl. (169) nach Division mit C: 

/ |§C"-^iü:'-il,!:l+be+"^|C' + 2jM,■C! = 
I und durch i\ — i die konjagierte Gl.: 
( \^~"+iwV-p,~\+iie~^''^\C~2iwi:'\ = 0. 
Es genügt aher jetzt die Substitution 

C = e'^t, i = E+iU, f. C = r'\ J = j-Ä,, 

um in (172) die Koeffizienten von dem zeitlich veränderlichen 
G-lied zu befreien und die Diff.-Gl. auf das System zweier 
linearer Simultan gle ich ungen 2. Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten zu reduzieren: 

i Sä"-iM,(2§-l)J' + [«;'(l-§)-i),]ä"+bä"-Fbio'ä -0, 

womit jede Schwierigkeit der Integration verschwunden ist. Es 
mögen noch 

w(2§-l) mit §' !(iHl-§)-Po mit §" 
abgekürzt und durch Z) symbolisch die Derivierte nach der Zeit 
bezeichnet werden; dadnrch sehreiben sich die Gl. (174) nach der 
Vorschrift des englischen Operationskalkiils * 

I (ßD' + iä'D + §") i + iiD'-{- tv')i - 

\ (§2)'-i§'i)-|-r)ä"+b(i)' + w^)i = 0. 

■j wird durch Bildung der Eliminations-Determinante aus den vier 

Operationskoeffizienten entfernt , und wir bekommen für j eine 

lineare Diff.-Gl. 4. Ordnung: 

A(D)ä = 0, wo 

A(D) = {§D^-Hi§'D + §")(§ö'-i§'J?+§")-Ö'(-D' + ic7 

A ist demnach gerade Funktion von D ; A = A (D*). Die voll- 
ständige Lösung der Diff, - Gl. (177) erscheint , wie bekannt , als 
lineare Zusammensetzung aus 4 Exponentialfunktionen von der 
Form e'^'. Nun ist A(D')e**^' = A(-F)e***, mithin genügt 7c der 
Gleichung 4. Grades : A (— F) = 0, Ausführlich mit den ursprüng- 
lichen Grössen lautet sie : 



♦Diese schöne Methode ist z. B. in Forsyth, Ä Treatise on Difierential 
Equations ausführlich auseinandergesetzt. 
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Die determi- 
nierende ajgo quadratisch in h^ ; die 4 Wurzeln von h haben paarweis den- 
selben absolnten Betrag. Es existiert eine dauernde „aufrechte" 
Bewegung, wenn /;' reell positiv ausfällt. Damit dies eintrete, 
müssen die Koeffizienten der Gl. (179 a) folgende drei Unglei- 
chnngen zugleich erfüllen : 

1) Damit F eine reelle Grösse ist, 

171)1» \w'{äB + C-A.C-B)-P(A + B)\' 

> AAB{iA-G)w' + P\\{B- C)tv'+ F\. 

2) Damit i^ eine positive Grösse ist, 

a. mnas der rationale Teil der beiden Wurzeln von F po- 
sitiv sein: 

179c w'iAB+C - A . C -B):^ P(Ä + B), 

b. müssen beiäe Wurzeln von 7c^ dasselbe Vorzeichen haben : 
179d {(^-C)w' + PJ|(B-O)w' + P|>0. 

Als Anfangsbedingungen schreiben wir etwa entweder 

180 i = 0, ä' = äi oäer ä = ä„, j' = 

vor; im ersteren Falle erzeugt einStoss auf die vertikale Kreisel- 
achse die Bewegung, im letzteren Falle die Entfernung der Kreisel- 
achse aus der vertikalen Stellung ohne Anfangsgeschwindigkeit. 
Die vollständige Lösung wird (im ersteren Falle) — allgemeine 
Regel entwickelt bei Eotith II, Chapter VIII — erhalten in zwei 
Summanden von der Form : 

181a ä == \ni[ + iSi)l\siiikt-^' \S'\:j'„ + in'i[\ eosM, 

indem für k nach einander die Quadratwurzeln der beiden Werte 
von ic^ aus (179 a) gesetzt werden (ähnlich im zweiten Falle), R, S 
und R', S' hängen von k ab. Wir können (181a) auch auf die 
Form 
181 b h = Z,s{u'k{t-Tj + iZ,&hik(t-T,) 

bringen, wo Z^, reell. Dies verbunden mit (173): 
181c c = !.'<■'•+""> 

gestattet uns, den Satz auszusprechen: 
Charakter -^w orthographische ProjeJcHon der redueiert&n IBahnkurve auf eine 

der Sorizontt^ebene kann dadurch entstamden gedacht sein, duss der pro- 
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jimerfe Stein eine aiis zwei susmimengesefsten Lissc^oiis - Figuren ge- 
lüdek Bahn durchlauft iiahejiJ diese mit gleichförmiger ^-Geschtein- 
diglnt um die Yerttläle iotiert 

"Wenn wir uns auf C als Einheit beziehen, hängt k von 
4 Parametern ah: m, ji>o, ÄjO, BIO. Doch ist vor allem die Kennt- 
nis der Abhängigkeit von w wichtig, geometrisch durch Konstruk- 
tion des Kegelschnitts, den (179 a} darstellt, sofern V als Ordinate, 
w' als Abscisse im rechtwinkligen Koord.-System abgetragen wird. 
Nur der erste Quadrant ist zu betrachten. Zwei Grenzfälle : 

A) to =: 0. Die determinierende Gleichung wird ; Die Rotation 

ist null. 
{Aie+F){B¥+-F) = 0; 183 

f. die beiden Wurzeln le = -F/A, ~FjB*. Für die Realität 
von h genügt P-cO, d.h. Schwerpunkt unter dem Stutzpunkt. 
Bekanntlich ist dies ja der stabile Fall der beiden Gleichgewichts- 
lagen des Kreisels. Die beiden Schwingongen , ans welchen sich 
die Bewegung des Kreisels bei Störung dieser Lage zusammen- 
setzt , sind die beiden Hauptschwingungen (Fundamentalschwin- 
gangen, Principal Oscillations) der Bewegung; denn jede der Gl- 
(176) zerfällt durch Trennung des Reellen vom Imaginären in das 
System : 

l l(§-fb)i)=-ftS£ = oder Äf = Vi ^^g 

I |(§-b)D^-2),h = sr - PI). 

Jede Koordinate schwingt unabhängig von der anderen. 

"&) w = CO. Setze zunächst F/w' = k, und solange A,B 4^ ODie Rotatioa 

wird Gl. (179a): (k-f a)(h4-h) = ck. Wächst w ins Unendliche, 184 

so nähern sich q, 6 den Werten — -, — , — ^^ resp., die beiden 

Wurzeln von (184) den Grenzwerten 

, C-A.C~B 
k. = 1, k, = ^-^^^ 18o 

kj>0, wenn 05^, U. Die (hinreichend starke) Rota- 
tion um die F-A stabiJiert die auf rech t e St e Uung 
des Kreisels solange, als nicht mittleres H-T ist**. 

* Treifpunkte des Kcgelscbnitts mit der Ordinatenachse. 
** Scheiben, Riage oder dergl. Objekte mit überwiegend ebenen Dimensionen 
von beliebiger Gestalt können immer durch eine hinreichend starke Rotation um 
die Vertikale stabil balanziert werden, wenn sie in einem Punkte ihrea Randes (es 
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Der Einfluss einer starken Rotation ist derselbe wie der eines 
verschwindenden P, weshalb der Satz mit dem entsprechenden 
über die Stabilität der permanenten Drehachsen eines aq^uilibrierten 
Körpers übereinstimmen muss, 

Ist aber ^1 = 0, so auch B ^ C nnd (179a) /;* = - — „ --■ 

Sphärisches, einfaches oder stabförmiges Pendel in Horizontalbe- 
wegung (k(„^a,) = 1). 

ezielle Es sollen endlich noch einige spezielle Fälle kurz erörtert 

'^"^- werden. 

1. A = B. Mithin § = A/C, b = und (177) A(-F) = 
{§"— SF)" — §"F = 0, oder ä"— §i' = ±§'7e. Vom Doppelzeichen 
gilt aber nur das obere, wie ans den Gl. (176) erhellt, aus welchen 
jetzt nur die eine wesentliche Gleichung (gD*+(g'i) + §")j = 
geworden ist. Das —Zeichen kann abgehen und die vorletzte 
Grleichung geschrieben werden: 

186a ^{lc + ivy-iv(k + iv)+p, = 0, 

deren Wurzeln in S + « sind: 

'■ ~iAP 






2§~ »^ 4§'^ 2A " ^ AA' 



187 Folglich : = Ze ^^ sin V ^^-^^-- (;-t), wo ^, - die beiden 

Integrationskonstanten sind. "Wir sind damit zu den Gleichungen 
der aufrechten Bewegung des symmetrischen Kreisels zurückge- 
kehrt (vgl. KS II p. aSl). 

188 2. A wenig von B verschieden. Es sei — = a _s_ r ~ ^ 
so klein, dass wir nur die niedrigste vorkommende Potenz von 5 
zu behalten brauchen. Wie eben gezeigt, dürfen wir (§"— 5/c^)'— §"7i;' 
in das Produkt S' (A^ — i') (/c' — fc^ zerlegen, worin 

IRQ 7. _ «'(l-2S)±\/ii^^^"g^ 

also A{-k') = (§"-§/c')'-§"7c'-b'(fc'-w7 = umgestalten in: 
190 (F -/,■',) (fc'-/^;) = 6'(fc^-M!7. 

giebt deren wenigstens 2 auf einer durch den Schwerpunkt gehenden Geraden) 
ant«rstützt werden , dessen Verbindungslinie mit dem Schwerpunkt des Körpers 
zugleich die H-A mit dem tieinsten Trägheitämomeut ist, 



y Google 



- 76 - 

Setzen wir nun 7t' = Ä' + S"! resp. = ^' + 5'!, so kommen nähc- 
rungaweise {kl ^ '^D aus (190) £iir { die Werte 



*;-*! 



resp. 



oder mit gleicher Annäherung: 

8'(t;-ip7 



j- ±i, i+, 



*;(*;- '31 



resp. 



: +i, 1- 



2 *;('•; - 



Der Einfluss einer geringen Asymmetrie auf die Frequenz der 
Schwingungen ist hiernach unmittelbar ersichtlich. 

Ist dagegen 7c, = l\, was eintritt, wenn iv' ^ 4§;)^ oder 
2i' = 2iA + B)F, so ist genau: 

ft(l-4 8) 





= 


»■(1- 


-45) 




48(ä 


±b) 


./C'(f- 


-a^- 


-aj) 


' 2^(^ + B) 



, „_ ./ C(C-2J-2B) _ _^irp "C~2A~i 'B 
l * — -V 2i({4 + B) 'C 11 

3. C = ^+B. Dann notwendig P = 0. (184) c = 0, 
fl = i = —1, (7e — 1)' = 0, oder die Doppelwnrzcl It ^= 1, 7; ^ +[ü. 
Hier verschwinden aber zugleich die Unterdeterminanten von 
A(— w') d. h. deren Elemente selbst; denn 2§ = 1, §' ^ 0, 
S" = uiV2. Das Grl.-System (176) selbst lautet: 

I (J)-+»')(8 + 21>I) - 
I (i)' + »')(ä-+2bj) = 0, 

ans dem, abgesehen von dem Fall 2 b = ± 1 (stabf örmigcr Körper 
im Schwerpunkt unterstützt), den ich unterdrücke, durch Zerlegung 
der komplexen Grössen j, "j sich ergiebt : 

f-^w'i == 0, )^" + w'^ = 0. 
j und \) führen harmonische Hauptschwingungen mit der Periode 
wß-K aus. Die Horizontalprojektion der reduzierten Bahnkurve 
ist ein Kreis , der vom Bildpnnkt des Sterns mit der gleichför- 
migen ^-Gteschwindigkeit 2w durchlaufen wird. — Wenn Platten, 
die in ihrem Schwerpunkt fixiert werden, sich in ihrer eigenen 
Ebene drehen, so ist diese Rotation immer stabil. 

Die Betrachtung derjenigen I"älle, in welchen ¥ Doppelwnrzel 
der determinierenden Gleichung ist oder imaginäre Perioden auf- 
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treten, will ich unterlassen. Ein sicfieres und vollständiges TTrieil 
über sie wird man doch erst durch Berückaichtigung der vernach- 
lässigten höheren Potenzen von x, y gewinnen. 

> Das Problem des aufrechten, asymmetrischen Kreisels ist schon 

in der klassischen Periode der Mechanik, wie es scheint zuerst, 
von Lagrange gelijst worden. Siehe : Möcanique Analytique (1815) 
II, Section IS Art. 36—39. Eine von den Euler'schen Gleichungen 
ausgehende Behandlung ist angedeutet bei Ronth , Rigid Dyna- 
mics II Art. 212. Dennoch schien es mir nicht überflüssig, für 
die Lösung desselben Problems eine Methode zu beschreiben , die 
sich durch ihre Kürze und Darchsichtigkeit empfiehlt. 

l Die Ermittelung der Nachbarbewegang zum konischen Pendel 

bietet keine prinzipielle Schwierigkeit dar. Eine Transformation 
der Koordinaten i>, ([', 9 ist nicht notwendig ; und die Methode der 
kleinen Schwingungen wird am besten auf eines der Gleichungs- 
systeme (48), (50) angewandt. Da aber dieselbe Bewegnngsart 
auch beim allgemeinen Kreisel vermöge der Staude'schen Rotation 
vorhanden ist, so möge an dieser Stelle die Ausführung des spe- 
ziellen Falles unterbleiben. 



Zusammenfassung. 

1) Die vorstehende Untersuchung soll zur Vorbereitung 
messender Versnche mit dem Maxwell'schen Kreisel einen Beitrag 
liefern. Es war deshalb vor allem nötig, die ideelle Konstruktion 
des Instruments theoretisch durchsichtig zu machen. Die im 
ersten Abschnitt aufgestellten Formeln können als die Grundlagen 
nicht nur für die Massbestimmungen eines zu bauenden Modells, 
sondern auch für die planmässige numerische Berechnung seiner 
Trägheitsmomente nach physikalischen Methoden betrachtet v 
Es zeigt ferner die Betrachtung dieser Formeln, welches 
ordentlich geschmeidige Universalinsirument der Maxwell'sche 
Kreisel ist. 

2) Als Beispiel wird die Bewegung eines asymmetrischen 
EJreisels , dessen F-A mit der S-A vereinigt ist, unter dem Ein- 
fiuss der Schwere eingehender untersucht. Die konsequente An- 
wendung des Impulsbegriifes macht uns die mechanische Bedeutung 
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Massstab 10:28. 

Maxwell'scher Kreisel, Göttingen 1903. 
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